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研究成果の概要（和文）：可算無限次元ヒルベルト空間上の連続な荷重合成作用素に対して，正方行列のジョルダン標
準形に相当する理論を構築することが目的であった。この研究の中で，順序を保存する作用素不等式，結合法則が必ず
しも成り立たない代数および双曲幾何との関連が認識された。前者についてはフルタ型の作用素不等式の拡張を与え，
また行列不等式を応用することによってある種の多項式の間の微妙な関数不等式を発見し証明した。後者については任
意の実内積空間の球がジャイロ可換なジャイロ群であるだけでなくジャイロベクトル空間の構造をもつことの初等的な
手計算による証明を与え，この分野の初等的アプローチによる研究の可能性を示した。

研究成果の概要（英文）：It was the purpose of this project to construct a theory for continuous weighted 
composition operators on countably infinite dimensional Hilbert spaces corresponding to Jordan normal 
form of square matrices. While carrying out this project, we recognized relations with order preserving 
operator inequalities, nonassociative algebras and hyperbolic geometry. We gave some extensions of 
operator inequalities of Furuta type, and discovered and proved functional inequalities between certain 
kind of polynomials by applying matrix inequalities. Furthermore, we gave an elementary proof by hand 
calculation of that the balls in arbitrary real inner product spaces are not only gyrocommutative 
gyrogroup but also enjoying structure of gyrovector spaces, and it shows possibility of research by 
elementary approach of this subject.

研究分野： 関数解析学

キーワード： operator inequality　operator theory　gyrogroup　gyrovector space
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１．研究開始当初の背景 
複素ヒルベルト空間上のすべての有界線形
作用素が自明でない不変部分空間をもつ
か？という未解決問題がある。不変部分空間
は直交分解を通じて作用素の三角行列表示
をもたらすので，上記の問題は，ジョルダン
標準形の類似物を求める問題を簡易にした
ものとみなすことができる。正規作用素はス
ペクトル測度による積分として表され，それ
は正規行列の対角化を拡張したものである。
正方行列のジョルダン標準形を一般の有界
線形作用素に拡張した十全なモデル理論は
まだ無いが，次のようなことは知られている。
正規と限らない有界線形作用素は，その作用
素ノルムの逆数をかけるとノルム 1 となる。
ノルム1の線形作用素はユニタリと完全非ユ
ニタリの直和に一意分解され，ユニタリはス
ペクトル分解によって十分に分かるので，完
全非ユニタリな線形作用素が問題である。そ
れらはべき乗の振る舞いによって分類され，
例えばナジーとフォイヤシによる 1970 年の
基本的文献でそれまでの結果が提示されて
おり，また 2010 年の第 2 版でその後の進展
が記されている。一方，ある可分バナッハ空
間の上の有界線形作用素で自明な不変部分
空間をもたないようなものの存在も知られ
ている。 
 
２．研究の目的 
可算無限次元ヒルベルト空間上の有界な荷 
重合成作用素に限定して，正方行列のジョル 
ダン標準形に相当するような理論を構築す 
る。荷重合成作用素のクラスは大変広く，任 
意の有界線形作用素というように抽象的で
はなく，構成要素となる合成シンボル関数と
荷重シンボル関数を用いて，合成と各点積に
よって具体的に構成される作用素であって，
シンボル関数の言葉によって作用素の構造
解析が期待されるものである。まず荷重合成
作用素のノルムを求め，その逆数をかけた作
用素の完全非ユニタリ部分を求め，それがク
ラス C0に属するための条件を求め，そのとき
のジョルダンモデルを明示的に求めること
を目的とする。ここで「求める」というのは，
シンボル関数の言葉によって具体的に書き
表すということを意味する。また，完全非ユ
ニタリ作用素がクラス C0に属するとは，その
H∞関数カルキュラスが零作用素になるよう
な関数が存在することをいう。 
 
３．研究の方法 
これは数学の研究なので，背景や研究目的に 
現れる問題意識をもとに，どのような定理が 
成り立つかを予想し，その命題が真であれば 
それを証明し偽であれば反例をあげる，とい 
う作業を可能な限り繰り返して理論を展開
し，初めの問題を解決しようとする。国内外
の単行本や論文によってこれまでのそのよ
うな試みを調べ尽くし，まだ試されていない
方法を有力と思われるものから順に試して

ゆく。国内外の研究者との情報交換・研究打
ち合せ，学会・研究集会・セミナー等での聴
取・発表・討議を通じて，研究代表者・研究
分担者だけではそれまで気付かなかったア
イデア，知らなかった知見を得，研究の進捗
状況を客観的に測り，気付かなかった発展の
可能性やカバーされていない事象を認識し，
中間的結果を研究者間の交流で打ち合わせ
て研究の現状を常に顧み，必要に応じて計画
の拡張や修正を図る。また，この研究を行う
ことによって新たに派生する問題の解決を
図る。さらに，他の分野や話題との関係の発
見を試み，これまでにない応用の可能性を探
る。 
 
４．研究成果 
この研究の中で，2012 年度までに，順序を保 
存する作用素不等式の研究との関連が認識
されるようになった。また，2014 年度までに， 
結合法則が必ずしも成り立たない代数およ
び双曲幾何の研究との関連が認識されるよ
うになった。前者についてはフルタ型の作用
素不等式の拡張を与え，また行列不等式を応
用することによってある種の多項式の間の
微妙な関数不等式を発見し証明した。これは
不等式の新たな組織的発見・証明方法を与え
るものである。さらに上記の関数不等式が,
シュアー，ハーディ・リトルウッド・ポリア，
カラマタによるマジョリゼーションによる
凸関数の特徴付け定理からも導かれること
を示し，それらの間の関係を明らかにした。
また，グランドフルタ不等式を成立させるパ
ラメータの範囲についての解明を進展させ
た。後者については任意の実内積空間の球が
ジャイロ可換なジャイロ群であるだけでな
くジャイロベクトル空間の構造をもつこと
の初等的な手計算による証明を与え，この分
野の初等的アプローチによる研究の可能性
を示した。 
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