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研究成果の概要（和文）：バナッハ環の保存問題の延長として、2つの連続関数空間の間の等距離写像（線形でなくて
もよい）の特徴づけ問題を考えた。ここで、連続関数空間とは、連続関数からなる線形空間（連続関数全体でなくても
よい）に、上限ノルムを与えたものである。実際、2つの連続関数空間AとBがある自然な分離条件を満たすとき、Aから
Bの上への任意の等距離写像が、Bのショケ境界において、荷重合成作用素とその複素共役の組合せで表されることを証
明した。

研究成果の概要（英文）：Inspired by the preserver problem of Banach algebras, we consider the 
characterization of (not necessarily linear) isometries between continuous function spaces. Here a 
continuous function space means a linear space consisting of (not necessarily all) continuous functions 
with the supremum norm. We prove that if continuous function spaces A and B satisfy a certain separation 
property, then every isometry from A onto B is represented by using a weighted composition operator and 
its complex conjugate on the Choquet boundary of B.

研究分野：数学（基礎解析学）

キーワード： 関数解析学　バナッハ環　保存問題　合成作用素
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１．研究開始当初の背景 
 
本研究の計画にあたっては、次の「バナッ
ハ環の保存問題」が動機づけになった。 
【バナッハ環の保存問題】2 つのバナッハ
環の間の写像が、ある構造を保存すると
き、それは、他のどんな構造を同時に保
存するか？ 

この問題は数学的にまったく自然なもので、
その範疇に入る研究は古くから多岐にわた
って存在した。しかし、系統だった研究はな
く、単発的な研究が散見されただけであった。
そのような中、2002年の L. Molnarの研究
（引用文献③）が契機となって、バナッハ環
関係の研究者の間で上の問題が意識される
ようになり、この方面の研究が大きく進展し
た（引用文献④）。それらの研究では、バナ
ッハ環の代数構造と幾何構造の親和性を述
べた結果が注目に値する。そこで、本研究で
は、幾何構造を保存する「等距離写像」に焦
点をあて、それが代数構造を保存するかどう
かを調べることにした。 
さて、等距離写像で線形なものは「等長作
用素」と呼ばれる。等長作用素はかなり研究
されていて、多くの関数空間において、全射
の等長作用素が荷重合成作用素として表さ
れることがわかっている（引用文献②）。こ
うして、本研究は、等長作用素や（荷重）合
成作用素の研究からも影響を受けている。 
 
２．研究の目的 
 
前節の背景を踏まえ、本研究で取り組む問
題を次のように具体化した。 
【問題】バナッハ環や関数空間において、
等距離写像（距離を保存する写像で、線
形性は仮定しない）は、荷重合成作用素
を用いて表現できるか？ 

ここで、荷重合成作用素が登場した理由は、
それがいろいろな構造（和・スカラー積・荷
重積・分離性などの代数構造）を保存するか
らである。だから、この問題を考えることは、
保存問題を考えていることになるのである。 
また、問題に出てくる「バナッハ環や関数
空間」については、具体例を一つひとつ取り
上げるのではなく、できるだけ一般的な設定
で扱うことにした。そうすることで、保存問
題を解決する一般論が構築されることをね
らった。 
このように、本研究の目的は上の問題を解
決することにあり、それによって保存問題の
研究が進展することを期待した。 
一方、前節で述べたように、本研究は、等
長作用素や（荷重）合成作用素など、関数空
間上の作用素論の種々の話題と関連がある。
だから、研究の副産物として、具体的な作用
素に関する新しい結果が得られることも想
定した。 
 
 

３．研究の方法 
 
(1) バナッハ環や関数空間を一般的に扱う
概念に、「関数環」がある。関数環において
は、最近保存問題がかなり研究されていて、
本研究の設定としては若干の物足りなさが
ある。そこで、さらに広く「連続関数空間」
を取り上げることにした。ここで、「連続関
数空間」とは、局所コンパクト Hausdorff 空
間上の無限遠点で 0になる連続関数（全体と
は限らない）からなる線形空間で、上限ノル
ムを付与したものである（そのうち、乗法に
関して閉じたものが、関数環である）。一般
のバナッハ空間は、ある連続関数空間とノル
ム空間として同型になるから、連続関数空間
を取り上げることは十分に広い設定だとい
える。 
さて、関数環における保存問題の研究では
「峯関数」が重要な役割を担う。一方、連続
関数空間では峯関数が十分に存在するとは
限らず、関数環の場合の議論をそのまま連続
関数空間の場合に拡張することはできない。
そこで、峯関数に代わる道具として「端点」
という概念に注目した。端点は、峯関数や
Choquet 境界と関連が深く、等長作用素の研
究でも重要な役割を果たしている。そこで、
この端点をうまく利用して、われわれの問題
を考察することにした。 
次に、等距離写像の扱いについては、
Mazur-Ulam の定理を利用して、実線形等距離
写像の考察に帰着させる方法をとった。その
際、実線形等距離写像についての A. J. Ellis
や三浦毅氏（連携研究者）らの先行研究が、
本研究の方向づけに役立った。 
 
(2) 本研究の内容は純粋数学の部類だから、
研究方法は、研究代表者の総括のもとでの関
係者との情報交換・研究打ち合わせが主とな
る。 
① 羽鳥理氏（研究分担者）・三浦毅氏（連携
研究者）とは、バナッハ環の保存問題につい
て共同研究をした実績があり、それを続けて
本研究の土台にすることができた。 
② 植木誠一郎氏（連携研究者）には、解析
関数空間の合成作用素に関する知見を提供
願った。 
③ 高橋眞映氏（山形大・名誉教授）や古清
水大直氏（米子高専）からも貴重な情報を得、
本研究を進展させることができた。 
 
４．研究成果 
 
(1) 第一の結果として、2 つの連続関数空間
A と B が、ある種の自然な分離条件を満たす
とき、A から B の上への等距離写像（実線形
等距離写像）が、Bの Choquet 境界において、
荷重合成作用素 ｆ→ ｕ(ｆ◦φ) とその複
素共役の組合せで表されることを証明した。
この結果は、関連のある多くの先行結果を含
んでいるうえ、応用範囲もかなり広い。そう



いう意味で、当初の目的は達成できたといえ
る。 
 
(2) (1)の結果は一般論ゆえ、荷重合成作用
素のシンボルｕとφについては、連続性以上
の情報が述べられていない。しかし、この結
果を具体的な関数空間にあてはめた場合に、
ｕとφの詳細が記述できることがわかった。
例として、超球環（ディスク環を含む）や有
界正則関数環の上の全射の等距離写像を、必
要十分の形で決定した。 
 
(3) (1)の結果の連続関数空間 A と B につい
ては「強分離性」を仮定したが、このことは
一般性を失っていない。一方、Aについては、
「3 点分離」という追加の分離条件も仮定し
た。この条件は、重要な連続関数空間ではた
いてい満たされるので、応用上は気にかけな
くてもよい。とはいえ、定理としての完全性
を求めると、本当に必要な仮定かどうかを調
べるべきである。実際、J. Araujo and J. J. 
Font による等長作用素に関する同様の結果
（引用文献①）では、A に 3 点分離の条件が
課されていない。それで、3 点分離の条件を
吟味した結果、その条件を、共役空間の単位
球の端点に関する条件に緩めることができ
た。そして、応用範囲を真に広げることがで
きた。 
一方で、A に強分離性を仮定しただけでは
同じ結果が得られないことも判明した。具体
的には、一次関数全体のような関数の少ない
連続関数空間で、荷重合成作用素とその複素
共役の組合せで表せない等距離写像が存在
したのである。この例外現象は、当初の計画
からは想定外であり、その追求はまた別の研
究課題に譲りたいと思っている。 
 
以上、(1)～(3)の結果は、下記の発表論文
③にまとめた。 
 
(4) 等距離写像の特別なものに、シフト作用
素がある。(1)～(3)の研究を進める中で、シ
フト作用素に関する結果も得られた。まず、
コンパクトHausdorff空間上の無限次元の関
数環において、後退シフト作用素が存在しな
いことを証明した。M. Rajagopalam and K. 
Sundaresan の論文（引用文献⑤）では、連続
関数全体の環 C(X)において同様のことが証
明されたが、われわれの結果はそれを大きく
拡張している。また、双対の関係にある前進
シフト作用素が、C(X)と異なるある関数環に
おいては存在しうるので、われわれの結果は
興味深いものとなった。さらに、後退シフト
作用素の条件を緩めた場合や、定義域のコン
パクト性を局所コンパクト性に拡張した場
合も考察した。これらの内容は発表論文⑧に
まとめた。 
さらに、数列空間の直積空間上の等長作用
素やシフト作用素についても新しい発見が
あり、口頭発表した（学会発表①④）。 

(5) バナッハ環の保存問題という立場では、
羽鳥理氏（研究分担者）を中心にして研究が
進んだ。特に、非可換バナッハ環において、
ユタリー群上の等距離写像がもたらす保存
構造が明らかになり（発表論文②④⑤⑥）、
(1)～(3)の研究結果への影響が大きかった。 
 
(6) 発表論文⑦では、関数環を単位的半単純
可換バナッハ環に一般化して、等距離写像の
代わりにスペクトル半径保存写像の形を考
えた。これも本研究の成果のひとつである。 
 
(7) この研究は、関数空間上の作用素論と深
く関わっているので、その方面の結果も副産
物として得られた。 
ひとつは、作用素の Hyers-Ulam の安定性
問題に関するものである。この問題について
は、以前から、高橋眞映氏（山形大）を中心
に、共同研究を行っていた。今回、本研究の
影響を受けて、交代準同型写像の Hers-Ulam
の安定性を証明することができた（発表論文
①）。 
また、スラント Toeplitz 作用素のスペク
トルの性質についても、新しい発見があり、
近々まとめる予定にしている。 
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