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研究成果の概要（和文）：本研究の主目標は正則分岐被覆構造の種々の変形空間に対し幾何学的コンパクト化を構成し
正則分岐被覆構造の退化や分岐を複素幾何学的に定式化することであったが、この目標について本来の研究対象であっ
た有理関数の場合に、その力学系的モジュライ空間のコンパクト化理論として完成させることができた。
種々の変形空間において有用なモジュライ・パラメーターを導入するという目標については、有限生成メビウス群に対
しても、その双璧である縮小相似変換による反復合成力学系に対しても、非調和比座標がモジュライ・パラメーターと
して有効であることを発見し、それらのコンパクト化とタイヒミュラー理論との関連を明らかにできた。

研究成果の概要（英文）：We establish the theory on compactification of the dynamical moduli spaces for 
rational functions almost completely. This is one of the main purposes of this research project. 
Actually, the main purpose is geometric construction of compactification for the deformation spaces of 
holomorphic branched covering structures and explicit formulation of degeneration and bifurcation of them 
from the viewpoint of complex geometry. This is acheived for the holomorphic branched covering structure 
induces by rational functions.
Next, by using cross-ratio coordinates as moduli parameters, not only for finitely generated Moebius 
groups, but also for iterated function system by contracting self-similarities, we give complete 
description of the deformation spaces, and clarify the relation between compactification of them and the 
Teichmuller theory. It is the other main purpose of this project.

研究分野：複素解析

キーワード： 複素解析学　正則分岐被覆　モジュライ・パラメーター

  ３版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
（１）一般に正則写像は正則分岐被覆構造を
定め、１変数の場合には古くからさまざまな
表現パラメータが考えられているが、正則分
岐被覆構造の複素幾何学的理論の構築は実
数関数の場合に比べて格段に難しく、１変数
多項式写像の場合に限っても多くの未解決
問題が今も残存している。有理関数の場合で
すら多項式写像の場合よりはるかに困難さ
が増し、より一般な１変数正則写像について
は研究の出発点ともいえる古典的型問題す
ら、いまだに満足のいく解決が得られていな
い。 
 
（２）近年正則写像の反復合成による力学系
（正則力学系）が広く注目されてきているが、
正則写像の力学系的構造とは、まさに正則分
岐被覆構造の共役類であり、正則分岐被覆構
造のモジュライ空間に対する構造解析なし
には本質的な部分は明らかにならない。これ
が正則力学系の理論が１変数多項式写像の
場合すら不十分であることの一つの理由で
ある。 
 
（３）一方、正則分岐被覆構造が制限写像を
考えることによって標準平面領域のモジュ
ライ・パラメーターとも密接に関連すること
が、ベルに端を発し代表者らが進めてきた研
究により次第に明らかになってきていた。す
なわち、複素構造のタイヒミュラー空間論や
モジュライ問題は本来等角構造に関する変
形問題であったが、正則写像を介して正則被
覆構造のモジュライ空間とも密接に関係し
ていることが発見されてきていた。ここで、
タイヒミュラー空間とは上位構造を付加し
た複素構造の分類・変形空間であり、付加構
造を緩和することにより種々のモジュライ
空間を構成するための標準的な解析的手段
を与える。したがって、正則分岐被覆構造の
解析的研究においても、タイヒミュラー空間
論の手法は極めて有効であることが、次第に
認知されつつあった。 
 
（４）さらに代表者は、本研究開始以前に数
年にわたりこの方面での研究を進め、連携研
究者の藤村雅代氏とともに、簡単な有理関数
による正則分岐被覆構造の場合には定義域
の制限により等角写像論において全く新し
い表現空間であるベル表現空間が得られる
ことを明らかにし、高知大学の諸澤俊介氏と
の共同研究では構造有限な超越整函数によ
る分岐被覆構造を記述することに成功した。
そのうえ多項式写像の場合には、連携研究者
の藤村雅代氏との共同研究でその力学系的
モジュライ空間の最小コンパクト化を正則
分岐被覆構造の視点から構成することに成
功していた。この最後の成果が、本研究の出
発点でもあった。 
 
２．研究の目的 

本研究では対象を１変数正則写像に限定し、
代表者らのこれまでの研究を踏まえた正則
分岐被覆被覆のモジュライ空間に対して基
本的特性の解明を目指した。具体的には次の
目標を設定して、正則分岐被覆構造のモジュ
ライ空間に対する包括的な一般理論構築を
目指した。 

 
（１）複素平面領域に対するベル表現空間
とその部分多様体としての種々のタイヒミ
ュラー空間を決定し、具体的なモジュライ・
パラメーターの導入により自己同型群の作
用などをベル表現空間上で具体的に表現す
ること。 

 
（２）多項式写像や有理関数などの１変数
正則写像に対して、それらの力学系的タイヒ
ミュラー空間やモジュライ空間を具体的に
構成し、その境界での相転移等の分岐現象を
解析すること。 

 
（３）多項式写像や有理関数が与える正則
分岐被覆構造のみならず、複素力学系の観点
から、それらに近接するクライン群や反復関
数系などから得られる正則分岐被覆構造に
対しても、それら種々のモジュライ空間の幾
何学的コンパクト化を具体的に定式化する
こと。 

 
（４）多項式写像や有理関数による正則分
岐被覆構造や、クライン群や反復関数系によ
る正則分岐被覆構造について、それらの力学
系的モジュライ空間などを包括する正則分
岐被覆構造のモジュライ空間論を構築し、具
体的なモジュライ・パラメーターを構成する
こと。 
 
３．研究の方法 
正則関数の分岐被覆構造の研究には、まず基
本的な関数族についての各論の深化が不可
欠であった。 
 
（１）そこで初年度の平成２３年度において
は、すでに相関関係が知られていた 
 
・一般の位置にある極をもつ有理関数による
正則分岐被覆構造のモジュライ空間、および 
 
・有限連結な平面領域に対する複素構造のタ
イヒミュラー空間 
 
に対する相互的な個別研究に重点を置いた。
ここで正則分岐被覆構造に着目したモジュ
ライ空間として、一般的位置にある有理関数
だけを考えていたのでは不十分である。した
がって、フルヴィッツ空間のコンパクト化な
どを含むより包括的な表現空間の導入が必
要だが、特に一般の位置にある有理関数によ
る正則分岐被覆構造のモジュライ空間に対
し幾何学的に意味のあるコンパクト化を構



成することで包括的な表現空間の具体化を
目指した。 
 
（２）次の段階として、より一般な正則写像
による正則分岐被覆構造の研究と一般平面
領域の等角構造に関するタイヒミュラー空
間との類似性の解明を主要な課題として、以
下の目標を設定した。 
 
・一般の有理関数による正則分岐被覆構造と
その有理関数による正則力学系的構造の関
係を解明する 
 
・正則分岐被覆構造対応する複素構造、特に
平面領域の等角構造に関するタイヒミュラ
ー空間を決定し、それらの類似性を定式化す
る 
 
・一般の正則分岐被覆構造の変形空間に対す
るモジュライ・パラメーターの導入と、上記
の種々の空間との関係性を具体的に考察し
て一般的理論を構築する 
 
（３）研究を進める具体的方法としては、や
はり個別の研究連絡はもとより、国内外の研
究者を集めた研究集会やシンポジウムをく
りかえし行った。また特に最終年次には、得
られた成果を積極的に公表して関係する専
門家諸氏との意見交換を活発に行った。 
さらに、これらの各々の対象に対する研究成
果の統合に向けた研究も目標に加えるため、
関係する研究者たちとの個別の研究連絡は
もとより、国内外の研究者を集めた当該テー
マでの研究集会や研究打ち合わせをくりか
えし行い、国内外の関係する研究者との交流
をはかりつつ問題の提起・成果の整理を図っ
た。また不断に成果を取りまとめて、各種の
研究集会での講演や査読付き論文刊行によ
り、成果の公表を積極的に行った。 
 
４．研究成果 
（１）平成２３年度には、有理関数による分
岐被覆構造の変形空間と有限連結平面領域
のべル表現空間との具体的な関連法則を解
明するという本研究の主目標のひとつにつ
いて、連携研究者である防衛大学校の藤村雅
代氏に奈良女子大学の大学院生 Mohabi 
Karima 氏も加えた共同研究により、前者の
特異値パラメータ等と後者の係数体表現と
の関係を具体的に定式化することができた。
したがって、この目標については十分具体的
な成果が得られ、目標は基本的には完遂でき
たと言える。その成果を取りまとめた査読付
論文は、後日講演報告集 Topics in Finite or 
Infinite Dimensional Complex Analysis か
ら公刊した（文献④）。 
また、実有理関数による分岐被覆構造の変形
空間に限った場合の同様の定式化にも成功
し、さらに幾何学的成果も加えた論文が奈良
女子大学大学院生の玉栄清華氏との共著と

して Nihonkai Mathematical Journal から公
刊された（文献⑩）。 
さらにもうひとつの主目標であった、有理
関数による正則分岐被覆構造のモジュライ
空間を幾何学的にコンパクト化するという
目標についても完遂するための方針がほぼ
解明され、平成２３年度に広島で行われた国
際研究集会 The 19th ICFIDCAA 2011 での招
待講演において、代表者がその方針の概要を
公表した。同時にショットキー群の変形空間
と標準編面領域としてのケーベ領域の変形
空間との密接な関係も発見し、その成果を含
む論文は京都工芸繊維大学名誉教授米谷文
男氏との共著として Annual Reports of 
Graduate School, Nara Women's University 
から公刊された（文献⑧）。 
 
（２）平成２４年度には、本研究の主目標の
ひとつであった、正則分岐被覆構造の種々の
変形空間に対し幾何学的コンパクト化を構
成して正則分岐被覆構造の退化や分岐を複
素幾何学的に定式化するという課題に対し
て、有理関数の場合にその力学系的モジュラ
イ空間のコンパクト化理論をほぼ完成する
ことができたが、その成果の速報として、査
読付論文を査読付論文を講演報告集 Topics 
in Finite or Infinite Dimensional Complex 
Analysis から公刊することができた（文献
⑥）。 
その研究の過程で、有理関数による力学系的
モジュライ空間がリーマン球面上の配置空
間と密接に関係していることが発見された
が、このような配置空間の具体的コンパクト
化として知られていたマンフォルドらによ
るコンパクト化が非調和比関数族の関数解
析的コンパクト化と一致することを証明で
きた。これは、奈良女子大大学院生の船橋里
沙子氏との共同研究であるが、その成果をま
とめた論文は船橋氏との共著論文として 
Acta Mathematica Sinica, English Series 
から公刊された（文献⑦）。  
 さらに、等角力学系としての一般の無限生
成ショットキー群に対する変形空間の大域
座標としても非調和比座標を導入すべく、米
谷氏との共同研究を継続して行った結果、以
前公刊した論文における成果の一般化と応
用が得られ、その成果をまとめた論文は共著
論文として査読付論文集Topics in Finite or 
Infinite Dimensional Complex Analysis か
ら公刊された（文献⑤）。 
 
最後に、連携研究者の藤村氏および大学院生
であった Karima 氏との共同研究として、長
年の課題であった正則分岐被覆構造に関す
る Goldberg の問題に関しても低次数の場
合にほぼ完全な解決を得た。その成果をまと
めた論文は、三名の共著論文として
Communications of JSSAC(Japan Society for 
Symbolic and Algebraic Computation)から
刊行された（文献⑨）。 



 
（３）平成２５年度には、種々の変形空間に
おいて有用なモジュライ・パラメーターを導
入するという目標に関して、すでにリーマン
球面上の配置空間に対しその具体的コンパ
クト化として知られているマンフォルドコ
ンパクト化が非調和比関数族の関数解析的
コンパクト化と一致することは証明し論文
として公表していたが、その成果の応用とし
て、ショットキー群の場合に等角力学系の変
形空間における大域的モジュライ・パラメー
ターとしての非調和比座標を用いた具体的
解析を行った。 
特に米谷氏との共同研究では無限生成ショ
ットキー群の場合に、前記の共著論文におけ
る成果の一般化と興味深い応用を発見する
ことができた。その成果は講演報告集 Topics 
in Finite or Infinite Dimensional Complex 
Analysis に査読付き共著論文として公刊さ
れた（文献⑤）。また有限生成メビウス群の
場合にも、奈良女子大学大学院生の山本君代
氏と共同研究として非調和比座標のモジュ
ライ・パラメーターとしての特性の考察を行
い、特にそのような座標と擬等角的タイヒミ
ュラー空間論との関連性を明らかにした。そ
の結果を含む諸成果を共著論文としてまと
めたが、米国数学会の国際専門誌である 
Conformal  Geometry and Dynamics から査
読付き論文として公刊できた（文献③）。 
 
（４）最終年度の平成２６年度には、当初の
主目標であった有理関数の力学系的モジュ
ライ空間のコンパクト化理論について理論
的完成を果たした。その成果をまとめた論文
は、複素解析と等角幾何学に関する国際集会
の Proceedings に査読付き論文としてすで
に受理された。2015 年に公刊される予定で
ある（文献①）。 
この目標と平行して、種々のモジュライ空間
における有用なパラメータの導入と解析が
残る最大の研究目標であったが、これまでの
研究により等角力学系の場合には、非調和比
関数族による大域的モジュライ・パラメータ
ーの構成法が無限次元の場合にも一定の成
果を得たので、さらに有限次元の場合に精緻
な解析を行った。特に反復関数系の変形空間
に対して、大域的モジュライ・パラメーター
としての非調和比関数族を用いた解析を行
ない、メビウス群と双璧をなす反復合成系に
対し等角力学系の場合と同様の成果を導き
出すことができた。 
具体的には、連携研究者の藤村雅代氏および
奈良女子大大学院生の青木美和氏と共同で
反復関数系の変形空間に対してもモジュラ
イ・パラメーターとしての非調和比座標を用
いた解析を行い、フラクタル幾何学における
基本対象である dust-likeness locus に対
する具体的特性の解明を行って顕著な成果
を得た。それらの成果をもとめた論文は、国
際的な専門誌として今年度に創刊された 

Journal of Fractal Geometry の第一巻に査
読付き共著論文として受理され、 2014 年の
年末に公刊された（文献②）。 
 
以上から、本課題研究は満足できる数多くの
成果を得たので成功裡に終了したといえる。 
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