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研究成果の概要（和文）：量子ビットの制御問題と輸送問題の視点に立ち，行列係数のシュレディンガー作用素に対す
るスペクトル解析と作用素解析を行った。前者の問題に関しては，ラビ模型とその回転波近似で得られるジェインズ・
カミングス模型と呼ばれる２準位(人工)原子と１モード光子が相互作用する数理モデルのスペクトル解析を行い，原子
・光間の相互作用の強さを決める結合定数を大きくして行く過程での数学的性質を調べた。後者の問題に関しては，電
子のスピンで実現するスピントロニック量子ビットに対する，量子トンネリング位相因子の数学的性質を明らかにする
研究を行った。

研究成果の概要（英文）：I had studied the Schroedinger operators with matrix coefficients in the light of 
the problems for controlling and transporting qubit. As for the former problem, I had made spectral analys
is for the Rabi model and the Janes-Cummings model describing a 2-level (artificial) atom coupled with a 1
-mode photon. I had investigated the mathematical properties on the energy as the coupling strength betwee
n the atom and the photon get larger. As for the latter problem, I had performed the research into the cha
racterization of the quantum tunneling phase factor and the clarification of its mathematical properties. 
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１．研究開始当初の背景 
量子情報や量子計算機を量子ネットワーク
というシステム論的観点から見たとき，量子
ビットの制御，記憶，そして量子ビットの輸
送という物理における基本的概念を調べ研
究する必要がある。この量子ネットワークを
形成する最も基本的なユニットとして，1 つ
の接合と 2本の量子細線から成るものを考え
る。接合部で量子ビットの制御や記憶を行い，
量子細線を経由して量子ビットを輸送する
物理系を考えるのである。これらのユニット
を幾つも組み合わせることで量子ネットワ
ークが形成される。量子ネットワークの例と
しては，量子情報集積回路等が考えられる。
量子ビットを実現する物理系としては， 
① (人工)原子の 2準位量子状態； 
② 電子のスピン状態； 
と言ったものが代表的なものであるが，①と
②の違いは，前者は共振器の中に固定され量
子ビットを制御する上では便利であるが，輸
送する場合には適さない。特に，回路量子電
磁力学における人工原子は，ジョセフソン接
合をＬＣ共振回路に組み込み実現するので，
ここで作り出される量子ビットをそのまま
輸送することは不可能である。また，②は電
子を輸送することで量子ビットの輸送が可
能となる。ただし，①は光を用いた制御が可
能となるが，②は電子のスピンを制御する技
術が必要となる。 
 本研究課題の背景は，基本ユニットによる
量子ビットの制御機能と輸送機能にテーマ
を絞り，それぞれを別々に扱い，それぞれの
数理構造を解析する数学を構築する最初の
段階を研究することにあった。特に，それぞ
れの機能を記述する数理モデルをたて，それ
に対するスペクトル解析や作用素解析の立
場から，物理の基礎問題に光を当てることが
背景にあった。 
 
２．研究の目的 
本研究課題では， 
1) 量子ビットの制御を接合部分で行うた
め，量子ビットを 2準位(人工)原子で表
現し，それを 1モード光子と共振器の中
で相互作用させる物理系を記述する数
理モデルのスペクトル解析； 
2) 量子ビットの輸送を量子細線で行うた
め，量子ビットを電子のスピンで実現し，
量子細線と接合の成す境界が電子と電
子のスピンにどう影響するかを調べる； 
ことが目的の概略であった。 
1) に関しては，最近の回路量子電磁力学 
の先端技術により，2 準位人工原子と 1 モー
ド・マイクロ波の光子との相互作用の強さを，
弱結合領域，強結合領域，そしてさらに超結
合領域を実現可能となった。弱結合領域と強
結合領域は，共振器の中で本物の 2準位原子
と1モードレーザーの光子を相互作用させる
共振器量子電磁力学でも可能で，この物理系
を記述する数理モデルとして，ジェインズ・

カミングス模型が使われていて，この模型で
実験をよく説明することができる。このジェ
インズ・カミングス模型のエネルギー・スペ
クトルには，2 種類のエネルギー準位交差が
あることが数学として代表者の先行研究で
明らかにされ，その cavity-induced 原子冷
却の物理的アイディアにも応用されていた。
ところが，回路量子電磁力学が超強結合領域
を実現するようになると，ジェインズ・カミ
ングス模型による理論結果と実験結果との
間に食い違いが現れるようになり，超強結合
領域ではラビ模型が有効であることが指摘
されるようになった。ラビ模型とジェイン
ズ・カミングス模型との関係は，ラビ模型に
回転波近似を施すことでジェインズ・カミン
グス模型が得られるが，この回転波近似には
結合の強さに理論的条件が要求される。すな
わち，最近の先端技術はこの理論的条件を実
際に観測で見せるようになった訳である。ラ
ビ模型のエネルギー・スペクトルを数理解析
すると，ジェインズ・カミングス模型のエネ
ルギー・スペクトルのものとはかなり違いが
あることが分かる。従って，数学的には，相
互作用の強さを表す結合定数を大きくして
行くと，回転波近似の限界条件に達し，ジェ
インズ・カミングス模型からラビ模型への何
らかの相転移を示唆していると言え，この相
転移の数学を解明することが，本研究課題も
目的の一つであった。 
 2)に関しては，接合部分をブラック・ボッ
クスとし数学的・物理的に任意性を持たせ，
その接合の両端に量子細線を繋げた1次元的
配位空間上を，スピン無しのシュレディンガ
ー粒子が接合をトンネルしないときには，そ
の波動関数の境界条件に位相因子が現れな
いのに対し，接合をトンネルするときに境界
条件に位相因子が出現することが，代表者と
その共同研究者によって発見されていた。本
研究課題では，その位相因子が量子トンネル
効果特有のものであることを数学として示
し，トンネリングと位相因子との数学的関係
を明らかにし，さらに，この関係がどのよう
に電子のスピン，従ってスピントロニック量
子ビットに影響を及ぼすかを調べ上げるこ
とがもう一つの目的であった。 
 
３．研究の方法 
 1)に関しては，非相対論的量子電磁力学，
特に，スピン・ボゾン模型やウィグナー・ワ
イスコップ模型に対する代表者と共同研究
者らが構築して来た数学解析の技術をシュ
レディンガー作用素の数学に自由度を落と
し，ラビ模型やジェインズ・カミングス模型
の解析に応用することで，スペクトル解析を
行った。ただし，このとき，スピン・ボゾン
模型やウィグナー・ワイスコップ模型の光の
量子場のモードは非可算無限であったもの
が，ラビ模型やジェインズ・カミングス模型
の光の量子場では 1モードとなるので，スピ
ン・ボゾン模型やウィグナー・ワイスコップ



模型では連続スペクトルとして表れていた
ものが，ラビ模型やジェインズ・カミングス
模型では離散スペクトルとなるので，本研究
課題特有の固有値問題を解決する数学手法
を考える必要があった。 
2)に関しては，物理的にはスピン有りのシ
ュレディンガー作用素に対する解析が必要
であるが，本研究課題で採用した方針は，最
初にスピン無しのシュレディンガー作用素
に対して，続いて，ディラック作用素に対し
て研究を行い，最後にスピン有りのシュレデ
ィンガー作用素に対する研究を行う方針を
たてた。数学的手法は，物理的観測量を表す
自己共役拡張と，その定義域を構成する波動
関数の量子細線と接合部分での境界条件と
の対応関係を明らかにし，これらの対応を通
して，電子と電子のスピンの輸送問題を解析
する方法を取った。具体的には，全ての自己
共役拡張とその定義域を不足指数の概念を
使い表現するフォン・ノイマンの理論をベー
スに，その定義域を構成する波動関数の作る
境界条件のクラス分けと特徴付けを行うこ
とになった。本研究で扱った数理モデルでは，
不足指数が(2,2)となるので，定義域は U(2)
でパラメタ化される。この U(2)に対して，接
合に対して，反射とトンネルの表現を与えて
やり，この表現を用いて，フォン・ノイマン
の理論における U(2)のパラメタ化と波動関
数の境界条件の１対１対応を具体的に表現
し，この表現の下で具体的な計算により目的
を追行する手法を取った。 
 
４．研究成果 
 1)量子ビットを光で制御する観点から，量
子ビットを実現する２準位原子のエネルギ
ーを記述する２×２スピン行列を係数とし，
１モード光子のエネルギーを記述する調和
振動子のポテンシャルを持ったシュレディ
ンガー作用素のエネルギー・スペクトルに対
する数学的研究，さらに，2)制御された量子
ビットを輸送する観点から，１つの接合と２
本の量子細線から成る１次元的配位空間上
の量子ビットの輸送問題をシュレディンガ
ー作用素とディラック作用素の自己共役性
とその波動関数の境界条件との数学的関係
を調べた。後者は本来，対象とする配位空間
内での電子の動きは非相対論的であるので，
スピンを持ったシュレディンガー作用素を
考察するべきであったが，本研究では，まず，
スピン無しシュレディンガー作用素，次に，
ディラック作用素という順で研究が進み，ス
ピン有りシュレディンガー作用素に関して
は次の研究段階へと持越しになってしまっ
た。 
 1)に関しては，ラビ模型において，基底エ
ネルギー曲線と他の励起エネルギー曲線と
の間にはエネルギー交差が起こらないこと
が分かった。また，数値計算から，励起エネ
ルギー曲線に関してはエネルギー交差が生
じる事が予想され，この現象を超対称性量子

力学の観点から調べた：原子と光子の振動数
を調整すると，結合の強さが無いときラビ模
型は超対称性を示すが，結合の強さを大きく
して行くと，漸近的に超対称性の自発的破れ
が生じ，これを引き起こすのがカイラル性で
ある事が証明され，この過程の中でエネルギ
ー交差が引き起こされる事が分かった。 
 2)に関しては，１つの接合と２本の量子細
線から成る１次元的配位空間上のスピン無
しシュレディンガー作用素とディラック作
用素の自己共役拡張とそれらの定義域を構
成する波動関数が持つ境界条件の特徴付け
を行った。この結果により，接合をトンネル
するときに生じるトンネル効果特有の位相
因子の数学的出現機構を完全に把握し，さら
に，その位相因子と量子ビットを実現する電
子のスピンとの関係を解明した。 
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