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研究成果の概要（和文）：放物型方程式の適切性の研究をリプシッツ作用素半群の生成定理の研究と関連付けて行った
。強連続解析的半群の非線形摂動理論を増大度αの解析的半群の場合に拡張し、この結果の応用として半導体モデルに
関連した移流拡散方程式の適切性を示した。また、強退化放物型方程式、結晶粒界現象のモデル方程式の弱解の存在・
一意性を示した。従来の準縮小半群に対する近似定理をリプシッツ作用素半群の場合に拡張し、２次元ナヴィエ－スト
ークス方程式の解法に応用した。さらに、リプシッツ発展作用素の特徴付け定理についても研究を行った。

研究成果の概要（英文）：We studied well-posedness for parabolic equations and generation theorems of semig
roups of Lipschitz operators. A nonlinear perturbation theory for analytic semigroups was extended to the 
case of analytic semigroups of growth order alpha. The obtained results were applied to showing the well-p
osedness of 2-D  drift-diffusion equations with no-flux boundary conditions. Existence and uniqueness resu
lts for weak solutions to strongly degenerate parabolic equations and a phase filed model of grain boundar
y motion were also derived. Futhermore, we provided an approximation theorem for semigroups of Lipschitz o
perators and its application to 2-D Navier-Stokes equations as well as a characterization theorem for Lips
chitz evolution operators in Banach spaces. 
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１． 研究開始当初の背景 
非線形境界条件を伴った放物型方程式の初
期値・境界値問題に対しては、Amann によ
る補間空間を用いる方法が従来用いられて
きた。一方、人口問題、細胞増殖モデルの適
切性などに有効に用いられて来たGreinerや
Thieme の方法では、初期値・境界値問題を
積空間における半線形発展方程式の初期値
問題として書き換えるため、半線形方程式の
アプローチが適用できるというメリットが
ある。しかしながら、放物型方程式に対して
は t=0で特異性を持つ解析的半群が現れるた
めか、この方法はあまり研究されていないよ
うに思われた。非線形境界条件を伴った放物
型方程式に適用できれば、半線形方程式のア
プローチから適切性や解の正則性に関して
新たな知見が得られることが期待された。そ
こで、非線形制約条件（境界条件）を伴った
放物型方程式の適切性を調べることを計画
した。さらに、他の制約条件付き放物型方程
式の適切性の研究を行うと共にリプシッツ
作用素半群の生成理論の研究を行い、適切性
の研究のツールとして整備することを考え
た。 
 
２． 研究の目的 
(1)増大度αの解析的半群に対する非線形摂
動の研究 
Biler 達による有界領域における no-flux 条
件を伴った drift-diffusion 方程式の適切性
の研究では、境界条件の非線形性の影響もあ
って全空間の場合に比べると適切性の結果
は十分ではなかった。初期値・境界値問題は
トレースの空間とベースとなる空間との積
空間における半線形発展方程式の初期値問
題として表せることを利用して、増大度αの
解析的半群の非線形摂動問題の研究を行う
ことで、no-flux 条件を伴った drift-diffusion 
方程式の適切性を調べることを目的とした。
本研究で対象としている摂動問題は、研究代
表者達が従来行ってきたリプシッツ作用素
半群の生成定理の仮定を満たさないため、以
前の結果を拡張することも計画した。 
 
(2)非線形境界条件を伴った非圧縮粘性流体
の方程式の適切性の研究 
摩擦を考慮した非線形境界条件を伴った非
圧縮 Navier-Stokes 方程式に対しては、
Hilbert 空間における極大単調作用素の理論
を用いて、強解を与える非線形半群が Fujita
により構成されている。こうした非線形境界
条件を伴った非圧縮流体の方程式は、L２ ベ
ースの空間で扱われているように思われる。
本研究では、Lｐ ベースの空間での適切性並
びに、他の非線形境界条件の下での適切性を
調べることを目的とした。 
 
(3)非線形性の強い境界条件を持つ放物型方
程式に応じるリプシッツ作用素半群の生成
理論の研究 

境界条件の非線形性が強い場合は、もはや半
線形方程式として扱うことはできず、従って
(1)で述べた方法は使えない。本研究では、非
線形性の強い場合の適切性を解明するため
のツールとなるように、リプシッツ作用素半
群の生成理論を拡充することを目指した。 
 
３．研究の方法 
(1) 増大度αの解析的半群の非線形摂動の研
究においては、ノルムの代わりに「距離汎関
数」を用いて差分近似解の収束の議論を行っ
た。no-flux条件を伴った drift-diffusion方程
式をモデル方程式として、研究代表者達が従
来用いてきた「距離汎関数」、安定性条件、
接線条件の拡張を考えた。差分近似解の収束、
解の一意性および解の増大度を証明するた
めに、Volterra型積分方程式に対する比較定
理を用いた。従来知られていた積分方程式に
対する比較定理は比較関数に特異性がない
場合であり、今回の問題には適用できないた
め、新たに比較関数に特異性がある場合の比
較定理を準備した。 
 
(2) 強退化放物型方程式の弱解の存在の研究
において、1 次元問題に関しては、従来用い
られていた compensated compactness の代
わりに H-測度を用いた。さらに、H-測度を
用いたコンパクト性定理を移流項が不連続
な場合の no-flux条件付き１次元強退化放物
型方程式の弱解の存在に適用した。多次元問
題に関しては、BV 空間内でエントロピー解
を構成し、一意性を証明するために、
Vol'pert-Hudjaevによる古典的な解の構成法
と Kruzkovの doubling variable methodを
適用した。 
 
(3) 結晶粒界現象を記述する数学モデルに対
する１次元問題の近似解の収束に対して、有
界変動関数の理論や測度論を適用した。また、
弱解の存在および性質を調べるために、ヒル
ベルト空間上の適正下半連続凸関数に関す
るモスコ収束の議論を用いた。 
  
４．研究成果 
(1) 研究代表者と連携研究者は論文[6]にお
いて、増大度αの解析的半群の非線形摂動の
研究を行い、従来に比べかなり一般的な条件
の下で積分方程式を満たす解が一意存在す
ることを証明した。近似解の収束、解の一意
性の証明に対しては、従来常微分方程式に対
する比較定理が用いられていたが、本研究の
特色でもある Volterra 型積分方程式に対す
る比較定理を用いることで、以前は扱えなか
った場合もカバーできるようになり、証明の
手法としても意義ある物と思われる。得られ
た抽象的な結果の応用として、２次元 
no-flux条件付き drift-diffusion方程式の
適切性を Lp空間において証明し、解の時間正
則性についても調べた。適切性の結果は、
Biler 達による先行研究の結果の改良となる



ものであり、解の時間正則性の結果は従来得
られていなかったものである。これらの結果
は、非線形境界条件付きの半線形放物型方程
式の初期値・境界値問題を積空間における半
線形初期値問題に書き換えるという手法に
より得られたものであり、この手法が他の非
線形境界条件付きの放物型方程式の研究に
おいても役立つものと期待している。 

 
(2) 分担者の渡邉は論文[1,3,5]において、
双曲型保存則方程式と多孔性媒質方程式の
一次結合の形をしている強退化放物型方程
式の研究を行った。1 次元 zero-flux 境界値
問題では、特に非線形移流項が空間変数に関
して不連続な場合を考察した。このケースで
は、近似解の変動量が一様に有界にならない
ため、従来の証明法は適用できない。本研究
では弱収束法の一つである H-測度を用いた
コンパクト性定理を近似解の有界列に適用
することで弱解の存在を証明した。また、1
次元初期値問題および 1次元 zero-flux 境界
値問題において、粘性消滅法を用いて構成さ
れた近似解の強収束性を利用してエントロ
ピー解の存在を証明した。さらに、非線形移
流項に対する増大条件の下で、構成したエン
トロピー解の一意性を証明した。多次元
zero-flux 境界値問題では、方程式の係数が
滑らかな場合を考察し、BV空間内でエントロ
ピー解を構成し、その一意性を証明した。こ
れらの研究で用いた方法は、zero-flux 境界
条件以外の非線形境界条件の場合の研究に
も適用できるものと期待される。 
次に、論文[12]において不連続な係数を持つ
強退化放物型方程式に対する1次元初期値問
題を考察し、弱解の存在を証明した。従来の
証明では compensated compactness method
が用いられているが、この手法は強力である
反面、流速には高い正則性を要求し、3 次元
以上の問題に適用するのは難しいという欠
点もあった。本研究では、H-測度を用いた証
明を採用することにより既存の結果よりも
弱い仮定の下で弱解の存在を証明した。この
手法は、3 次元以上の問題へも適用できる可
能性がある新しいものであり、高次元問題の
研究の進展に役立つものと思われる。 
 
(3) 分担者の渡邉は共同研究者と共に論文
[2,4,8]において、結晶粒界現象を記述する 
Kobayashi-Warren-Carter モデルに対する 1
次元問題を考察した。このモデルは、導関数
を含む重み付き全変動汎関数を含む自由エ
ネルギーの勾配流として記述される二つの
放物型方程式の系であり、厳密な数学的取扱
いは非常に難しい。先ず、自由エネルギーの
定義域の閉包から初期関数を取った場合に
エネルギー消散性を持つ弱解の存在を、
Hilbert 空間上の適性下半連続凸関数に関す
る Mosco 収束性を用いて証明した。さらに、
結晶面の鋭い界面の再現を考慮して、連立系
の第二方程式である重み付き特異拡散方程

式の時間に関する係数が退化する場合を考
察した。係数の退化領域と非退化領域に分け、
解の滑らかさに注意しながらMosco収束を用
いることで、エネルギー消散性を持つ弱解の
存在を示し、その時間大域的挙動も調べた。
これらの研究は、結晶粒界という応用上も興
味深い現象を記述するモデル方程式に対す
る厳密な数学的取扱いに取り組むもので、モ
デル方程式に対する数学的な基礎付けを与
える点で重要である。証明には、有界変動関
数や適性下半連続凸関数に関する理論を駆
使しており、他のモデル方程式を扱う際の手
法の開発という点でも重要なもので、今後２
次元以上の場合への進展が期待される。 
 
(4) 分担者の小林と連携研究者は論文[7]に
おいて、リプシッツ作用素半群の近似理論に
関して、非線形生成作用素が連続な場合に積
公式を与えた。これは、抽象コーシー問題と
密接に関連するものであると共に、数値計算
の信頼性にも関連するもので応用上も重要
である。得られた結果を射影法を用いた 2次
元ナヴィエ－ストークス方程式の解法に応
用した。流体方程式に対する新しいアプロー
チを提案しており、今後この手法の進展によ
り流体方程式への貢献が期待される。 
 
(5) 分担者の小林と連携研究者は発表
[5,9,12,15,16,22]において、リプシッツ発
展作用素の生成作用素が連続な場合に特徴
付け定理の研究を行い、得られた抽象的な結
果を消散型準線形波動方程式の初期値問題
の適切性の証明に応用した。 
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