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研究成果の概要（和文）：各種作用素平均のノルム比較の為, 平均のある種の比として得られる関数の正定値性を調べ
る必要がある。Fourier変換を書き下す事により, (Bochnerの定理に基づき)この理論に現れる多くの比の正定値性の判
定結果を蓄積した。また, Fourier変換の計算が不可能な場合でも, 更に強い性質である無限分割可能性を調べる事に
より, 多くの比の正定値性の判定が実行できた。これらの判定結果及びその作用素平均の理論への応用を論文として発
表した。
このような正定値性判定結果が, 量子情報理論における完全正写像の研究に有用であることが分かったので, この分野
の専門家と研究を行い, 共著論文を発表した。

研究成果の概要（英文）：To get norm comparison results for operator means we have to check positive defini
teness of ratios of relevant means. By computing Fourier transforms we have checked positive definiteness 
of a variety of ratios. We have also made use of the concept of infinite divisibility to establish this fo
r some ratios whose explicit computations of Fourier transforms seem hopeless.
On the other hand, our technique was proved useful for study on completely positive maps appearing natural
ly in quantum information theory. 

研究分野：

科研費の分科・細目：

数物系科学

キーワード： 作用素平均　正定値関数　量子情報理論

数学・基礎解析



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
1951年に発表された E. Heinz による分野の
古典とも言える論文において, ヒルベルト
空間の正作用素 H,K の分数冪(及びもう一
つの作用素 X)を含むノルム不等式 
 
 ||HθXK1-θ + H1-θXKθ||  

≦ ||HX + XK||  (0≦θ≦1) 
 
が示された。この論文では || ||は作用素ノ
ルムであったが, 20年程前に実はこの不等式
は任意のユニタリ不変ノルムに関しても成
立することが示され, 今日では何通りもの
証明が知られている。特にθ=1/2 の場合に
は  
 
2||H1/2 X K1/2|| ≦ ||HX + XK||  
 
となり, ユニタリ不変ノルムに関する(ある
種)作用素版相乗・相加平均不等式と見なせ
る。これらの研究に触発され, 更に一般的な
作用素平均の研究, 特にそれらのノルムの
比較の研究が世界各地の研究グループで活
発に行われるようになった。スカラーに対す
る様々な意味での「平均」が知られているが, 
相乗, 相加平均のように形が単純なものに
ついては, その作用素版がどうあるべきか
を想像するのは比較的容易である。(実はこ
の点に関しても, 状況はそう単純ではない
のだが…) しかし, 更に一般的な平均に対
応する「作用素平均」の定義がどうあるべき
かという問題はそれ程明らかではない。 
 
連携研究者日合氏と代表研究者は以前共同
研究を行い, 作用素平均の(一つの)一般論
を構築し, 2003 年に Springer のレクチャー
ノートとして発表した。ここで提唱された作
用素平均の定義は旧ソ連の研究グループに
より開発された Stieltjes double integral
変換の理論に基づいており,これは行列どう
しのSchur積の概念の無限次元版また連続版
とも言えるものである。我々の一般論で行わ
れた主な事は次の二点である。 
 
(i)「作用素平均」の公理的取り扱い:すなわ
ちまず scalar に対する(自然な) mean 
M(s,t)のクラスを設定する。このクラスの
M(s,t)から出発して対応する作用素平均
M(H,K)X を(Stieltjes double integral 変換
を用いて) 構成する,  
 
(ii) 二つの作用素平均 M(H,K)X および
N(H,K)X の間に Heinz 不等式のようなノルム
不等式が成立する為の判定条件：すなわち, 
二つの(scalar) mean から自然に生じる関数
比 M(et,1)/N(et,1)が正定値関数になること
が, ノルム不等式が成立する為の必要十分
条件である。 
 

例えば上の Heinz 不等式は丁度双曲線関数
比 cosh(θx)/cosh(x)の正定値性に対応して
いる。 
 
我々の公理的取扱により, 研究対象となる
作用素平均のクラスが格段に広がった。また
作用素平均のクラスを適切に設定した為, 
ノルム不等式の成立ばかりでなく, 非成立
のチェックも可能となった。これにより,  
種パラメータを含む従来の作用素ノルム不
等式の研究が大きく前進した。 
 
 
２．研究の目的 
 
上に説明したように,日合氏と研究代表者は
ヒルベルト空間の作用素に対する「作用素平
均」とそのノルム比較に関する一般論を構築
した。この理論が適用可能な平均のクラスに
関してより精密な情報を得て, 一般論を更
に整備・深化させ, またより汎用性の高いも
のに仕上げる事が第一の研究目的である。 
 
その為には, この研究で自然に現れてくる
関数の正定値性の判定が必要となるが, 近
年の研究代表者による研究により, 正定値
性よりずっと強い概念である無限分解可能
性の重要性も明らかになってきている。 
 
第二の研究目的は, 我々の研究で現れるな
るべく多くの関数に対してその無限分解可
能性を判定し, またこの理論における無限
分解可能性の真の意味を解明する事である。 
 
 
３．研究の方法 
 
作用素平均およびそのノルム比較が主な研
究テーマであり,作用素論的また更に広く関
数解析的手法が必要となることは言うまで
もない。しかし,研究目的で説明されたよう
に,まずは多くの関数の正定値性判定を
Bochner の定理を用いて行うので, Fourier
変換の計算が必要となる。一般的な教科書, 
公式集で扱われないような関数のFourier変
換の計算も必要であり,実解析的また複素解
析的手法を駆使して計算を実行する必要が
ある。また更に,無限分解可能性をも調べる
ので,時には確率解析で無限分解可能測度の
特徴付けとして有名な Lévi-Khintchine型積
分表示の利用も必要となる。このように, 通
常の作用素論・関数解析的手法は勿論のこと, 
実解析, 複素解析, Fourier 解析また確率解
析といった多岐にわたる解析的手法を駆使
する必要がある。 
 
 
４．研究成果 
 
スカラー平均より自然な形で作用素平均が



構成されが,このような作用素平均のノルム
比較の為には,対応するスカラー平均の比と
して現れる関数の正定値性のチェックが必
要となる (上の (ii) 参照)。正定値性のチ
ェックの常套手段は Bochner の定理であり, 
その適用の為にはFourier変換の具体的な形
が必要となる。従って, 各種ノルム平均不等
式の研究の為には系統的なFourier変換の計
算が必要であり, 我々の理論に現れる多く
の比の正定値性の判定結果を蓄積した。 
 
Fourier 変換の計算が不可能な場合でも, 更
に強い性質である無限分割可能性を調べる
事により, 多くの比の正定値性の判定を実
行した。 
 
以上のような正定値性判定結果及びその為
のテクニックが, 量子情報理論における完
全正写像の研究にも有用であることが分か
ったので, この分野の専門家と研究を行っ
た。 
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