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研究成果の概要（和文）：軌道同士の振舞いに関する局所的な条件から，軌道の存在確率密度に関する大域的な性質を
導く手法を研究した．特に，いくつかの力学系に対して次のことを示した：互いに異なる軌道の組に対して，一方の軌
道の近くから他方の軌道の近くに移動する別の軌道がある，という局所的条件が成立するならば，(1) 存在確率密度は
一意的に決まる．また，(2) 有限時間での軌道の存在確率密度と，無限に時間が経過した軌道の存在確率密度との差は
，エントロピーとポテンシャルという２つの値を用いて評価できる． 

研究成果の概要（英文）：We study some technique for deriving global properties of probability density for 
the existence of orbits from local conditions on the behaviors of pairwise disjoint orbits. In particular,
 we show the following result for some dynamical systems: if for every pair of orbits, there exists anothe
r orbit which transfers from one orbit to the other, then (1) the probability density for the existence of
 orbits is uniquely determined, and (2) one can estimate the difference between the probability density fo
r the existence of finite orbit and that of infinite orbit, by using the entropy and the potential.
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１．研究開始当初の背景 
軌道の存在状態(軌道が各領域に存在する

時間の割合)を表す確率密度は，力学系理論
の初期から扱われている基本的な研究対象
である．このような確率密度をもつ測度は，
Sinai-Ruelle-Bowen 測度(SRB 測度)と呼ば
れ，Anosov 系や部分双曲型力学系など幾つ
かの力学系に対してその存在が証明されて
いる．この確率密度に対し Palis は，力学
系全体の中でジェネリックな力学系に対し
て，軌道の存在確率密度の存在を予想してい
る． 
 
２．研究の目的 
本研究の目標は，上記の Palis の予想を踏

まえ，これら存在確率密度のもつ性質を明ら
かにすることである．特に，(1) 軌道の存在
確率密度の一意性と，(2) 存在確率密度の時
間変化の速さ，という２つの性質は重要であ
る．なぜなら，存在確率密度の一意性は，力
学系が個々の軌道に依らない１つの平衡状
態をもつことを保証し，存在確率密度の時間
変化の速さは，軌道がその平衡状態に近づく
速さを意味するからである．ゆえに，これら
２つの重要な性質を中心として研究を行う． 
 上記の(1)を示すことは，SRB 測度のエル
ゴード性を示すことであり，上記の(2)を示
すことは，SRB 測度に対する大偏差原理のレ
ート関数を決定することを意味する． 
本研究では，３で述べる力学系に関する局

所的な条件(*)のもとで，SRB 測度のエルゴー
ド性を証明すること，並びに，大偏差原理の
レート関数をエントロピーとポテンシャル
という２つの値を用いて具体的に表すこと
を目標とする．同時に，条件(*)がどのよう
なクラスの力学系に対して成立しているの
か決定することを目指す． 
 
３．研究の方法 
軌道の存在確率密度の一意性は，平衡状態

という大域的状態に関わる性質であるから，
それを導くためには，軌道同士が無関係に振
舞っているとは考え難い．そのため本研究で
は，軌道同士に関する次の条件(*)を考え
る：互いに異なる軌道の組に対して，一方の
軌道の近くから他方の軌道の近くに移動す
る別の軌道がある． 
更に，与えられた力学系のほとんど全ての

軌道に対して，その周りの軌道が指数的な速
さで離れていくか，または接近するかのいず
れかである場合を考える．（すなわち，リャ
プノフ指数 0 を持たない場合を考える．）こ
のとき，軌道に対して安定多様体と不安定多
様体を考えることができ，上記の条件(*)は，
これら安定•不安定多様体が交点を持つこと，
と言い換えることができる． 
このような条件(*)のもとで，上記の研究

目的の達成を目指す． 
本研究目標の達成により，平衡状態の一意

性という大域的な性質は，局所的な軌道同士

の条件から導かれることが結論付けられる．
更に，軌道がその平衡状態に近づく速さも，
エントロピーとポテンシャルという大域的
な量によって与えられることがわかる．この
ような大域的な性質と局所的な条件との関
係は，Viana らを中心としたこれまでの存在
確率密度の研究では扱われなかったことで
あり，本研究により初めて明らかにされるこ
とである． 
 

４．研究成果 
 (1) まず，存在確率密度の時間変化の速さ
に関して次を示した：与えられた測度に対し
て，ほとんど全ての軌道が Lyapunov 指数 0
を持たないとし，また，ほとんど全ての軌道
の組に対して，それぞれの安定多様体と不安
定多様体が横断的に交差するとする．このと
き，次が成り立つ: (a) 軌道の存在確率が与
えられた測度と一致するような初期点全体
の位相的エントロピーは，測度のエントロピ
ーと一致する．(b)軌道の存在確率が与えら
れた測度と一致するような初期点全体の
Hausdorff 次元は，測度のエントロピーを最
大 Lyapunov 指数で割り，安定多様体の次元
を足した値を用いて下側から評価できる．
(c) 軌道の存在確率が与えられた測度に近
くなるような初期点全体のLebesgue測度は，
測度のエントロピーから正の Lyapunov 指数
全体の和を引いた値を用いて下側から評価
できる (論文③)． 
 この結果は，almost Anosov 写像，pseudo 
Anosov 写像，Mañéのderived from Anosov 写
像などの具体例に適用することができる． 
 Araújo-Pacifico は，中心方向がほとんど
拡大的な部分双曲型写像に対して，存在確率
密度の時間変化の速さを上側から評価して
いる．しかしながら，下側からの評価は，エ
ルゴード的な測度に関する Young の結果し
か知られていない．我々の結果は，Young の
結果を，部分的にではあるが，非エルゴード
的な測度の場合に拡張したものになってい
る． 
 
 (2) 次に，軌道の存在確率密度の一意性に
関して次を示した：SRB 測度に対して，ほと
んど全ての軌道が Lyapunov 指数 0 を持たな
いとし，また，ほとんど全ての軌道の組に対
して，それらの安定多様体と不安定多様体の
次元が等しく，かつ交差するとする．このと
き，SRB 測度はエルゴード的である． この結
果は，現在投稿中である． 
 この結果は，アクセス可能性を満たすよう
な Buzzi-Fisher-Sambarino-Vásquez による 
mixed Mañé exampleに適用することができる． 
この結果を用いると，次元の低い多様体に

対して，軌道の存在確率密度の一意性を示す
ことができる． 
軌道の存在確率密度の一意性については，

Pugh-Shub による次の予想が知られている：
体積を保存する部分双曲型写像が，本質的ア



クセス可能性をもつならば，エルゴード性を
もつ．Burns-Wilkinson は，center bunched 
という条件の下でこの予想を解決した．しか
しながら，現在でも center bunched という
条件を省くことはできていない．実際に，
Lyapunov 指数 0のとき，Pugh-Shub の予想が
成り立つかどうかでさえ未解決である
（Burns-Dolgopyat-Pesin）．本研究は，これ
らの予想の解決に貢献できるものと考えて
いる． 
 
(3) また，上記の条件(*)を持つ力学系の

特徴付けを目標として，測度論的拡大性を持
つ力学系を扱った．ここで，測度論的拡大性
とは，軌道の周りに留まる軌道の測度が 0で
あることを意味する． 
このとき，次を示した：(a) 全ての非アト

ミックな不変測度が測度論的拡大性を持ち，
系に C1 級の微小な摂動を加えてもその性質
が保たれるならば、このような力学系はサイ
クルを持たない公理 A 微分同相写像である．
(b) 全ての非アトミックな測度が測度論的
拡大性を持ち，系に C1級の微小な摂動を加え
てもその性質が保たれるならば、このような
力学系は quasi Anosov 微分同相写像である 
(論文①)． 
他方で，次のことを証明した：(c) 全ての

非アトミックなエルゴード的不変測度が測
度論的拡大性を持ち，系に C1級の微小な摂動
を加えてもその性質が保たれる写像で、公理
A 系ではないものが存在する．(d) C1 微分同
相写像全体の中でジェネリックな写像に対
して，ジェネリックなエルゴード的不変測度
は測度論的拡大性を持つ．この結果は現在投
稿中である． 
測度論的拡大性は，拡大性という概念の一

般化である．ここで，拡大性とは，軌道の周
りに留まる軌道が自分自身しか存在しない
ことを意味する．このとき，Mañéは次のこと
を示した：系に C1級の微小な摂動を加えても
拡大性が保たれるならば、このような力学系
は quasi Anosov 微分同相写像である．我々
の結果は，この結果の拡張になっている． 
公理 Aを満たす力学系は，その非遊走集合

を，条件(*)を満たす有限個の成分に分解で
きることが知られている．しかし，条件(*)
を満たす力学系として，公理 Aは条件が強す
ぎる．本研究結果(c)より，全ての非アトミ
ックなエルゴード的不変測度が測度論的拡
大性を持つような写像のクラスを上手く特
徴付けることができれば，条件(*)を満たす
力学系の特徴付けに役立つものと考えられ
る． 
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