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研究成果の概要（和文）：非線形双曲型方程式(系)の初期値問題(あるいは初期値境界値問題)の大域解の存在条件及び
漸近挙動について考察した. 2次元空間の単独複素数値, あるいは連立の半線形波動方程式を考え, いわゆる零条件よ
りも弱い条件下での大域解の存在を示し, エネルギーが減衰するための条件を明らかにした. 2次元空間や3次元空間に
おける半線形あるいは準線形の波動方程式の外部問題を考え, 零条件を仮定しないときの解の最大存在時間の評価を行
った. また, 質量項のない Dirac 方程式や(双曲型ではないが同様の手法が使える)シュレディンガー方程式系に対す
る零条件を明らかにし, 大域解は漸近自由であることを示した.

研究成果の概要（英文）：We studied sufficient conditions for global exitence of solutions and asymptotic b
ehavior of global solutions to the Cauchy problem (or the exterior problem) for (systems of) nonlinear hyp
erbolic equations. For complex-valued (or systems of) semilinear wave equations in two space dimensions, w
e obtained sufficient conditions, which are weaker than the so-called null condition, for small data globa
l existence, and also obtained sufficient conditions for the energy decay. For the exterior problem for se
milinear or quasi-linear wave equations in two and three spece dimensions, we derived a lower bound for th
e lifespan of classical solutions when the null condition is not satisfied. We also clarified the null con
ditions for massless Dirac equations and systems of nonlinear Schroedinger equations, and proved that the 
global solutions are asymptotically free. 
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１． 研究開始当初の背景 
非線形双曲型方程式の初期値問題において
は, (時間)局所解(ある時刻までの解)の存在は
よく知られているが, (時間)大域解は一般に
は存在しない.  
小さな初期値に限定すると, 大域解存在の

指標のひとつとして, 非線形項の次数が考え
られる. 解が小さいときは, 非線形項の次数
が高ければ高いほど、非線形項の影響は小さ
くなることが期待できる. また, 多くの方程
式(系)においては空間の次元が高いほど, 解
がより早く減衰することが期待できる. した
がって, 空間の次元に応じて, 小さな初期値
に対する大域解の存在・非存在を分ける臨界
次数が定まる.  
特に臨界次数の場合には, 非線形項の次数

以外の構造も大域解の存在・非存在に大きく
影響することが知られている. 非線形波動方
程式系に対する大域解の存在を保証するよ
うな, この種の構造的な条件としては, 零条
件(null condition)が有名であるが, 近年はそ
れよりも弱い条件もいくつか得られてきた. 

 また零条件の下での大域解は自由解(非線
形項を取り除いて得られる線型方程式の解)
に漸近することが多くの場合に知られてい
るが, 零条件よりも弱い条件の下では必ずし
もそうではないことが分かってきた. そのた
め, 零条件よりも弱い条件も視野に入れた大
域解存在条件の解明とその場合の大域解の
漸近挙動のさらなる研究が必要である. 
 
 
２．研究の目的 
非線形波動方程式や非線形 Klein-Gordon 方
程式に代表されるような非線形双曲型方程
式の初期値問題(もしくは外部領域における
初期値境界値問題)を考える. これまでの研
究をさらに発展させ, 小さな初期値に対して
大域解の存在を保証するような零条件に対
応する条件, あるいはそれよりも弱い条件を
導き, その条件の下での大域解の漸近挙動を
明らかにする. 特に大域解が自由解に漸近し
ないような場合に興味があるが, 零条件に対
応するような条件が知られていないような
方程式(系)に対しては, まずそのような条件
を導くことから始め, 大域解の存在と自由解
へ漸近することを示す. また零条件を仮定し
ない一般の場合の解の最大存在時間につい
ても研究する. 精密な評価が得られれば, こ
れが大域解存在条件の解明に繋がることも
期待される. 
 
 
３． 研究の方法 
数学理論の研究であるから, 論理的な推論を
主体として研究を進めることになるが, 多く
の具体例に対する考察を行うことが一般論
構築の助けとなる.  
具体的な手法としては, 非線系方程式系の

主要部を記述するような近似方程式を導出

し, その近似方程式の解析を通じて, 元の
問題の大域解の存在や漸近挙動などを明ら
かにする. 近似方程式の解と真の解の誤差
を評価するには, いわゆるベクトル場の方
法が有効に働く. 近似方程式(系)は多くの
場合, ある種の非線形常微分方程式(系)と
みなすことが出来るから, 非線形常微分方
程式(系)の摂動を調べることになる. 
 数学研究の一般的な方法であるが, 研究
集会等における成果発表や情報収集・議論を
通じて, 結果をより精密なものへと改良し
ていく. 
 
４．研究成果 
(1) 2 次元空間において 3 次の非線形項をも
つ(単独の)複素数値非線形波動方程式の初
期値問題を考察した. 雑誌論文⑦において, 
零条件よりも弱い, ある種の条件下で, 小
さな初期値に対して大域解が存在すること
を示し, 各点的な漸近挙動を得た. この条
件は, 非線形項から計算される, ある関数
に対する不等式の形で表されるが, この不
等式を等号抜きで満たす強い場合にはエネ
ルギーが減衰することも示した. ここでは
近似方程式の解の具体的な表示を用いて, 
近似方程式の摂動の影響を調べた. 精密な
結果が得られる代わりに, たとえば連立系
に対しては適用できない.  
松村昭孝氏と砂川秀明氏との共同研究に

おいて, 上記の結果の連立系への拡張も得
た(投稿中). 先の複素数値の場合とは違い, 
近似方程式系の解の表示は全く用いずに, 
剰余項を無視しない方程式系に重みをかけ
て積分することにより, 近似方程式に対す
る摂動の影響を直接調べるという手法を用
いた. この手法は広く応用が可能であって,
エネルギーの減衰を示すには十分である反
面, 複素数値の場合に用いた手法のように
精密な各点挙動結果を得るのは難しい. 
(2) (単独の)非線形波動方程式の有界な障害
物の外部領域における初期値境界値問題を
考察した. まず, 3 次元空間でディリクレ境
界条件を課した場合を考え, 近似方程式の
解析を通じて解の最大存在時間の精密な評
価を行った. すでに得られていた半線形の
場合に加え, 本研究においては, 準線形の
場合にも結果を拡張し, 以前の結果と併せ
て雑誌論文⑥として発表した(久保英夫氏と
の共同研究). この評価に表れる定数は零条
件が満たされる場合には無限大になる. こ
の結果により外部領域においても零条件は
全空間の場合と同様の意味を持つことが分
かった. 
2 次元空間でのノイマン境界条件の場合の

解の最大存在時間の評価も雑誌論文④にお
いて行った(久保英夫氏, Sandra Lucente 氏
との共同研究). 全空間, もしくはディリク
レ境界条件の場合よりも悪い結果しか得ら
れなかったが, これが技術的な問題なのか, 
ノイマン条件下での解の挙動の本質的な違



いによるものなのかは, 現時点では不明で
ある. これまで, 外部問題に対しては基本
的には全空間での初期値問題と同様の結果
しか得られていないため, もし本当に境界
条件の影響で解の最大存在時間が短くなる
のであれば, 大変面白い現象だと思われる. 
(3) 成分ごとに伝播速度が異なるような多
重速度を持つ非線形波動方程式系の初期値
問題を考察した. 零条件とその条件下での
大域解の存在は 2000 年代初頭から知られて
いた. 報告者の以前の研究において, この
大域解がエネルギーの意味では自由解に漸
近するが, 生の解の各点的な減衰は自由解
よりも悪くなることを明らかにしていた. 
このときに用いた, 解がエネルギーの意味
で自由解に漸近するための必要十分条件の
一般次元への拡張を本研究で行い, 先の漸
近挙動の結果と併せて雑誌論文⑤として発
表した. この必要十分条件は, すでにいく
つかの場合に応用があり, 漸近挙動を調べ
る際に有益な観点であると考えている. 
(4) 雑誌論文③において, 3 次元空間におけ
る質量項のないDirac方程式を考察し, その
零条件を明らかにし, 零条件下での大域解
の存在を示した. また, この大域解は自由
解に漸近することも示した(久保英夫氏との
共同研究). なお,この結果は Klainerman の
波動方程式に対する定理に帰着して示すこ
とも出来るが, ここでは減衰が早くなる特
別な量を見出すことにより直接証明した.こ
れにより, 変形して帰着する場合と比べて, 
零条件を満たす非線形項の構造上の役割が
より明らかになったといえる. 
(5) 双曲型ではないが, 同様の考察が出来
る場合として非線形シュレディンガー方程
式がある. 例えば物理的には双曲型方程式
である Klein-Gordon 方程式の非相対論的
極限としてシュレディンガー方程式が得ら
れることからも分かるように, 方程式の型
を超えた関連がある. 
雑誌論文②において, ある種の非線形シ

ュレディンガー方程式系を1次元空間におい
て考察して, 解の減衰が自由解よりも早い
ことを(1)と同様の手法を用いて示した(砂
川秀明氏, 李春花氏との共同研究). 
また, 雑誌論文①においては, 2 次元空間

で質量共鳴があるような非線形シュレディ
ンガー方程式系を考え, 零条件を明らかに
し, 大域解の存在および大域解が自由解に
漸近することを示した(池田正弘氏, 砂川秀
明氏との共同研究). 後者はいわゆる可微分
性の損失を引き起こすような非線形項を扱
っており, 局所解の存在の導出に関しても
注意が必要である. 
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