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研究成果の概要（和文）：　平面三体問題のSaari予想を，ニュートンの重力の場合（引力が粒子間の距離の二乗に反
比例）と強い力の場合（引力が粒子間の距離の三乗に反比例）について証明した．Saari予想とは，多体力学系におい
て，ポテンシャルと系の大きさを表す慣性モーメントから作られた，系の大きさに依存しないある特定の量 (Configur
ational measure)が一定の運動は，形が変わらない運動に限る，というものである．
　研究は，この問題を記述する良い変数を見いだすところから始まり，三つの粒子の質量が等しい場合の証明は完成し
出版した．一般の質量の場合の証明も完成間近で，今年6月に開催される国際会議で発表する．

研究成果の概要（英文）：  We proved the Saari's conjecture for the planar three-body problem under the New
ton potential (the potential energy U is proportional to one over r, where r represents the mutual distanc
e of bodies) and a strong force potential (U is proportional to one over r square).  The Saari's conjectur
e is a conjecture in the N-body problem which claims that if a certain quantity "the configurational measu
re" is constant then the motion is homograpic. For the three-body problem, it claims that the motions with
 constant cofigurational measure are only the Euler's collinear solutions and the Lagrange's equilateral t
riangle solution.
  We started our research to find a good variables to discribe the motion of the shape, then we succesfull
y proved the conjecture for equal masses case. The results are published. Recently, we finally proved the 
conjecture for general masses case. I will give a talk for this new result in a international conference i
n Jun 2014.
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１．研究開始当初の背景

(1) Saari予想とは，重力相互作用をする多体系に
おいて configurational measure と呼ばれる量 µが
一定の運動は，粒子相互の配置が相似形を保ちなが
ら，回転や全体の大きさが変わるだけの運動である
と主張するものである．三体問題の場合は，µが一
定の運動は，Euler の直線解と Lagrangeの正三角
形解のみであると主張する．

Configurational measureの定義は，質点 iの質量
をmi，質点 iと j の間の距離を rij として，慣性
モーメント I =

∑
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2
ij/

∑
k mk，ポテン

シャル関数 U =
∑

i ̸=j mimj/r
α
ij を用いて，

µ = Iα/2U

である．現実のポテンシャル関数は α = 1である
が，ここではより一般化して α > 0を考える．

上の定義からわかるように，configurational

measure µは回転やサイズの変換に対して不変で
あるので，多体系の配置の形だけに依存する関数で
ある．したがって，運動の間形が変わらない Euler

の直線解や Lagrangeの正三角形解で µが一定な
ことは明らかである．Saariの予想は，逆も真であ
ることを主張するものである．図 1参照．

図 1 左：Eulerの直線解，右：Lagrangeの正三
角形解．三体問題の Euler解や Lagrange解では
µ は一定である．Saari 予想は逆も真であると主
張する．

(2) 我々が研究を開始した当時にわかっていたこと
は，α = 1の場合について，慣性モーメント I が一
定なら，U も一定であることが簡単にわかる．その

強い仮定のもとにMoeckel[1, 2]が一般の質量の三
体問題について Saari予想を証明した．

また，筆者を含む研究者ら (Diacu, Fujiwara,

Pérez-Chavela and Santprete)[3]が，三体問題の
いくつかの簡単な場合や，等質量のいくつかの場合
に Saari予想が正しいことを証明した．

２．研究の目的

(1) Newtonが 1867年に力学系の運動方程式を見
いだしてから既に 300年以上が経過しているが，未
だに多くの問題が理解されずに残っている．Saari

予想は，重力多体系を理解する際の一つの目標とな
る．我々の研究の目的は，多体系の “形”を記述す
る変数として何を使うのが良いか，形の運動を記述
する方程式はいかなるものか，そして形変数の関数
として書かれた configurational measure µが一定
の運動はいかなるものかを理解することである．

３．研究の方法

(1) 形を記述する変数について：この研究を開始し
た際には，筆者が Diacuら [3]とともに見いだした
形変数を用いていたが，同時に他に良い変数がない
かを常に模索していた．そんな折，Montgomery

から筆者にプレプリント [4]が送られてきた．その
中でMontgomeryとMoeckelは多体系の Jacobi

座標から導かれた形変数 ζ を用いていた．

ζ =
3
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q3
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.

この変数の幾何学的な解釈は図 2参照．我々は即
座にその変数の重要性を理解し，その変数と慣性
モーメントや回転の自由度を一般化座標とする
Lagrangeanを書き下し，運動方程式を書き下し
た．その中にはもちろん形変数の運動方程式も含ま
れる．

(2) 必要条件：一方で configurational measure µ

が一定の運動は，時間についてのある二階微分方程
式を満たす．それが運動方程式と矛盾しないための
必要条件を導くことができる．このような必要条件



ζ

図 2 左：三体の実際の位置座標が qk ∈ C，k =

1, 2, 3．右：三体がつくる三角形を相似変形して
q1 を −1/2に，q2 を 1/2に一致させた時の q3 の
位置が形変数 ζ ∈ Cである．

は以前から様々な方法で得られていたが，非常に複
雑な長々とした式で表されるものなので，取り扱い
が非常に難しかった．文献 [3]参照．今回得られた
ものも同様に複雑な長々としたものであったが，今
回は以下に述べるように，形変数の幾何学的素性が
はっきりわかったので一気に証明が進んだ．

(3) リーマン球面：形変数の Lagrangeanを書き下
して気づいたことは，この運動はリーマン球面上の
運動とみなすのが自然であるということである．と
いうのは，形変数の運動エネルギーは

4
3 |dζ/dt|

2

(1 + 4
3 |ζ|2)2

に比例するのだが，これはまさしくリーマン球面上
の速さの二乗に等しい．図 3参照．我々はこのこと
を研究の過程で見つけたのだが，実は Hsiang[5, 6]

らによって既に見つけられていたことであった．
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図 3 形変数 ζ の複素平面と，そのリーマン球面．
形変数の運動エネルギーは，まさしくリーマン球
面上の速さの二乗に比例する．

そこで，上記の必要条件をこのリーマン球面上のス
カラー量 ∆µや |∇µ|2 などで書き下してみると素
性がよくわかった．

(4) 対称式：三体の質量が等しい場合には，3つの
粒子の位置の入れ替えに対して系は不変である．そ
れに対応して，α = 1, 2の場合には，上記のスカ
ラー量，ひいてはそれらで表されている必要条件は
µを構成する 3つの項の対称式で表されることにな
る．したがって，以下の 3つの基本対称式で表され
る．µ = µ1 + µ2 + µ3, ν = µ1µ2 + µ2µ3 + µ3µ1,

ρ = µ1µ2µ3．実はこのうちの 2つだけが独立であ
る．こうして我々は，上記の必要条件を µと ρだ
けで書き表すことができた．µは一定であると仮定
しているので，変動するのは ρの 1変数のみと
なった．

必要条件が 1変数 ρの関数となったので，それが
満たされるかどうかを簡単に調べることができる
が，それは一般には満たされることはなく Eulerの
直線解や Lagrangeの正三角形解の場合のみ満たさ
れることを示すことができた．これは Saari予想の
証明である．

４．研究成果

(1)我々は等質量平面三体問題についての Saari予
想を現実の Newtonポテンシャルの場合 α = 1と
強い力のポテンシャルの場合 α = 2について，肯
定的に証明した．その証明は下記にしめす 2つの
論文として出版した．また各地で開かれる国際会議
で発表した．

(2)当初の目的であった，形を記述する良い変数を
見つけることができた．また，形変数の運動を記述
する運動方程式を書き下すこともできた．しかし，
これらは我々のオリジナルではなく，Montgomery

とMockel[4]によって導かれたものであった．

(3)また，形変数の運動がリーマン球面上の運動で
あることを再発見したが，これも既に Hsiangら
[5, 6]によって導かれた結果であった．



このように (2)，(3)は他の研究者からもたらされ
たものや，既に知られていたことを再発見ものだ
が，それらの上に我々独自の結果である Saari予想
の証明 (1)を築き上げることができた．
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