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研究成果の概要（和文）：照屋氏との共同研究で, Winter, Zachariasにより提示された核型次元に関連する問題を拡
張し, 綿谷指数有限な核型C*-環の包含関係 P⊂Aが, 小高, 大坂,照屋の意味でロホリン性を持つとき, Pの核型次元は
, Aの核型次元以下である評価を得た. これにより, Winter, Zachariasの問題への部分解を与えることができた. さら
に, 綿谷指数有限なC*-環の包含関係P⊂Aにトレース的ロホリン性を定義し, C*-環Aが可分な核型単純で単位元を持つ
とき, AのZ安定性が, Pに遺伝することが証明できた. 

研究成果の概要（英文）：Let P < A be an inclusion of unital C*--algebras with a finite Watatani Index. We 
show that if an inclusion P < A has the Rokhlin property in the sense of Kodaka, Osaka, Teruya, then the n
uclear dimension of A is greater than or equal to that of P. This is a partial answer to a question by Win
ter-Zacharias. Moreover,  under an inclusion P < A has the tracial Rokhlin property in the sense of Osaka 
and Teruya, if A is the Jiang-Su stable, then so is P. 

研究分野：
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１． 研究開始当初の背景 
（１） 核型単純 C*-環を K-理論を用い
て分類するElliottプログラムに
おいて, Jiang-Su環 Zは重要な
役割を果たしており, Z-安定な
単純な C*-環 A, すなわち, Aと
Zの C*-テンソル積が Aと同型, 
になるクラスにおいて, Elliott
不変量が完全不変量になること
が予想され,多くの数学者によ
って研究が進められている. 実
際, Z安定でない２つの核型 C*-
環で, Elliott 不変量は同型であ
るが ,C*-同型にならない例が
Toms および Rordam により構
成されている. 

（２） 核型 C*-環に関連する非可換次
元として, 2010 年に Winter と
Zacharias により核型次元が導
入されたが, 核型次元有限な単
純 C*-環が Z安定であることが, 
2011年にWinterにより示され 
核型単純 C*-環において, ①核
型次元が有限 , ②Z 安定 , ③
Cuntz 半群が強安定性を持つ, 
ことが同値であることが予想さ
れている. Rordamにより, ②な
らば③が成立することが,2006
年に示されている. 

（３） C*-環 Aと群 Gのそれ上の作用
から構成される C*-接合積
C*(A,G,α)は, C*-環の代数構造
解析において重要な概念であり, 
多くの研究がある. 特に, 整数
群, 実数群からのロホリン性を
持つ作用は, 岸本により, 90 年
度から精力的に調べられてきた. 
泉により有限群のロホリン作用
が形式化され, 作用の分類がな
されてきたが, 非可換トーラス
環上にロホリン性を持つ有限群
作用が存在しないなどK-群レベ
ルでの障害を外すため, Phillips
により, ロホリン性より弱いト
レース的ロホリン性が定義され, 
実階数 0, 安定階数 1, トレース
階数 0 等について  A から
C*(A,G,α)への遺伝性が調べら
れたり, 作用とその双対作用の
関係が調べられた . 大坂と
Phillips は, トレース的ロホリ
ン性を整数群の作用に拡張し, 
与えられた単純 C*-環が, Linの
意味でトレースランク 0ならば,
接合積もトレースランク０にな
ることやただ１つのトレースを
持つ単純 C*-環のトレースによ
る GNS 表現から導かれるノイ
マン環が従順 II_1型であること
が, 作用がロホリン性を持つこ

とと同値であることを示した.  
 
２． 研究の目的 
（１） 有限群の作用が, ロホリン性、
トレースロホリン性を持つとき, 
与えられた C*-環のどのような
性質が接合積, あるいは, 固定
環に遺伝するかを明確にするの
が目的の１つである . 特に , 
Elliott 分類問題において重要な
役割を果たすであろう, Z 安定
性, Cuntz 半群の強安定性, 核
型次元, さらに、これより強い, 
Kirchberg, Winter により導入
された分解次元の遺伝性につい
て明らかにする. 

（２） 有限群においてトレース的ロホ
リン性より弱い新しい作用の形
式化を模索したり, 一般の離散
群の作用に対するロホリン性を
考察し, 基本的性質を調べる. 

（３） 有限群における佐藤、松井によ
り導入された強外部性とトレー
ス的ロホリン性の関係を明確に
する. 

 
 
３．研究の方法 
     接合積を直接解析することは困難であ
るので, 以下 2通りのアプローチをおこない
解析をする. 
（１） 単位元を持つ可分なC*-環か

ら成るクラス Cが次の 4条件
を満たすとき, 有限飽和的
という:①A∊C, B が A と同型
ならば, B ∊ C, ②A_1, A_2, 
…, A_n ∊ Cならば, ⊕A_i∊ C,
③A∊ C, かつ, n が自然数な
らば, M_n(A)∊ C, ④A∊ C, p 
∊ Aが射影作用素ならば, pAp 
∊ C. 大坂, Phillipsにより, 
与えられたC*-環が, 局所的
に有限飽和的なクラスによ
って近似されるとき, 有限
群の作用がロホリン性を持
てば, その接合積も局所的
にクラス Cに属する C*-環に
より近似されることが示さ
れている. よって, 解析し
たい性質を持つ単位元を持
つC*-環のクラスが飽和的で
あることを示されれば, そ
の性質は, 与えられたC*-環
から, ロホリン性を持つ作
用から導かれる接合積に遺
伝することがわかる. さら
に, より弱いトレース的な
意味で局所的にクラスCに属
する C*-環で近似されれば, 
トレース的ロホリン性を持



つ作用から導かれるC*-接合
積も局所的にクラスCに属す
るC*-環によってトレース的
に近似できることが, 最近
大坂, 照屋によって示され
たので, ロホリン性の場合
と同じ解析で, 性質の固定
環及びC*-接合積への遺伝性
を示すことがきる. 

（２） 有限群Gの作用αから生成さ
れる C*-接合積 C*(A,G,α)
を考えるとき, 綿谷指数有
限な典型的な C*-包含関係 
A^α⊂A ⊂C*(A,G,α)が得
られる. これに注目して, 
綿谷指数有限なC*-包含関係
P⊂A に対して, 接合積の場
合の拡張となるロホリン性
を定義し,様々な性質を解析
する方法を小高、大坂、照屋
により2006年に提案された. 
この方法をトレース的ロホ
リン性まで拡張し, 群の作
用αがトレース的ロホリン
性の場合に解析ができる. 

 
４．研究成果 
（1）照屋氏との共同研究で, Winter, 
Zacharias により提示された核型次元に関連
する問題を拡張し, 綿谷指数有限な核型 C*-
環の包含関係 P⊂A が, 小高, 大坂,照屋の
意味でロホリン性を持つとき, P の核型次元
は, A の核型次元以下である評価を得た. 特
に, 有限群 Gから Aへの作用αが, 泉の意味
でロホリン性を持つとき, C*-接合積 C*(A,G,
α)の核型次元は, Aの核型次元以下と評価で
き, Winter, Zacharias の問題への部分解を
与えることができた. また, Cuntz 半群に関
しても上の条件下で, A の Cuntz 半群が強安
定性を持つとき, P も強安定性を持つことが
示せた. これらの結果は,核型 C*-環の分類
問題に貢献することが期待できる. 
（２）Hoa, Ho両氏との共同研究において, 必
ずしも slow dimension growth を持つとは限
らない単純 AH 環 Aにおける LP 性（射影作用
素の線形和が稠密である）について調べ, A
が Elliott, Bratteli の small eigenvalue 
variation 性を持てば, LP 性を持つことを示
した. 一般の LP性は hereditary 環に遺伝さ
れていないが, 小高, 大坂,照屋の意味でロ
ホリン性を持つ包含関係 P⊂Aの下では, Aの
LP 性は P に遺伝することを示した. 特に, G
が有限群であるとき, A の G による固定環  
A^αに遺伝する. 
（３）Jiang-Su環Z安定性を調べる際, 特に, 
佐藤氏の SI 性の計算の際現れるトレース評
価について研究をおこない, 量子情報理論
におけるPowers-Stormer不等式の拡張版を, 
Hoa, Ho 両氏との共同研究で示すことができ
た. これに関連して, 作用素不等式と非負

実数上の関数の作用素単調性の関係を富山, 
Hoa 両氏との共同研究で明らかにした. 
（４）照屋氏との共同研究において, (1)の
拡張として, 綿谷指数有限な C*-環の包含関
係P⊂Aにトレース的ロホリン性を定義した.
これは,有限群の C*-接合積において
Phillips 氏によって研究されたトレース的
ロホリン性の自然な拡張である. このとき, 
C*-環 A が可分な核型単純で単位元を持つと
き, A の Z 安定性が, P に遺伝することが証
明できた. また, Cuntz 半群の強安定性につ
いても, 可分な完全である Aから Pへの遺伝
性を示すことができた. ちなみに, 完全性
は核型性より弱い条件である.  
   （１）、（４）の結果は, Winter, Toms, 
Zacharias の予想である, 可分な核型単純
C*-環において, 3条件, ①Z安定性を持つ, 
②核型次元が有限である（②’分解次元が
有限である）, ③Cuntz 半群が強安定性を持
つ, が同値であることの肯定的データを与
えている.  
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