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研究成果の概要（和文）：キリング・矢野対称性を許す高次元時空の分類を行なった．具体的な時空計量を求める問題
は一連の偏微分方程式を解く問題に帰着する．これらの偏微分方程式に対しいくつかの解を得ることに成功した．偶数
次元には３つのタイプの時空が存在する．他方，奇数次元の時空にはより豊富な時空構造が許される．本研究で構成さ
れた時空計量はキリング・矢野対称性を持つ最も一般的な解ではないが，アインシュタイン重力理論や超重力理論の広
範囲の解をカバーするものになっている．実際，回転する高次元ブラックホール時空，マックスウェル場と結合した電
荷を持つブラックホール時空，トーションを含む超対称時空等々である．

研究成果の概要（英文）：We study a classification of a spacetimes admitting the Killing-Yano symmetry. We 
reduce the classification problem to that of solving a set of partial differential equations, and present 
some solutions to these PDEs. In even dimensions, three types of solutions are obtained. In odd 
dimensions, we obtain more varieties of solutions. The explicit solutions constructed are not the most 
general possible admitting the required symmetry, nevertheless, it is demonstrated that they cover a wide 
variety of solutions of Einstein gravity and various supergravity theories, such as the rotating higher 
dimensional black hole, the charged black hole coupled to Maxwell field, supersymmetric solutions with 
torsion.

研究分野： 素粒子論

キーワード： 高次元ブラックホール　キリング・矢野対称性

  ２版
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１．研究開始当初の背景 
共形キリング・矢野テンソル（CKY）はキ

リングベクトルを高階の反対称テンソルに
拡張したものであり，1968 年立花-柏田によ
り純粋に数学的な対象として導入された．宇
宙物理学への応用 Penrose-Floyd(1973 年)に
よって最初に研究された．彼らはこのテンソ
ルを使って 4 次元 Kerr 時空上の測地線方程
式が変数分離することの幾何学的な説明を
与えた．その後，Klein-Gordon 方程式，Dirac
方程式，重力摂動方程式の変数分離性，そし
て曲率テンソルの代数的特性等々，Kerr 時空
上の「不思議な性質」の背後に CKY が存在
することが明らかになってきた． 

 
２．研究の目的 
 立花-柏田によって導入された CKY は，4
次元 Kerr 時空の“隠れた対称性”を記述す
るだけでなく，高次元ブラックホール時空の
基本的な対象性になる可能性がある．本研究
では，このような対称性を使って，高次元時
空に存在する多様なブラックホール時空に
対し統一的な枠組みを与えるとともに，超弦
理論や超重力理論の高次元ブラックホール
解を具体的に構成することを目指すもので
ある．また，CKY を使って高次元統一理論の
コンパクト化の問題に対し新しい手法を提
供する． 
 
３．研究の方法 
(1) CKY の存在を仮定すると，すべての次元
において真空の Einstein 方程式を満たすブ
ラックホール時空が一意的に定まることを
証明した．この結果は，宝利-大田との共同
研究(2007)によって得られたものである．こ
のような一意性は，重力場以外の物質場が存
在するとき成立するとは考えにくい．しかし
ながら，超弦理論や超重力理論のように物質
場がトーションとして幾何学的に解釈でき
る場合，CKY 方程式に含まれるレビ・チビタ
接続を拡張することにより，一般化された
CKY(GCKY)を定義できる可能性がある．実際，
5 次元超重力理論において，CKY は存在しな
いが GCKY が存在するブラックホール解の例
が発見されている．本研究では，CKY の一意
性定理を一般化し，GCKY を許す超重力理論の
高次元ブラックホール時空の分類を行う． 
 
(2) 時空に超対称性が存在することを仮定
する．超対称性は時空に対し大変強い縛りを
与えるため，単に解を分類するだけでなく，
具体的な解の構成まで行える可能性がある．
特に超弦理論をコンパクト化したときに現
れるコンパクト Einstein 多様体は，物理的
にも数学的にも興味深い研究対象である．
Semmelmann は，このようなコンパクト多様体
がCKYにある種の条件を課すことにより分類
できることを示した．本研究では CKY の対称
性を利用して Semmelmann によって分類され
た多様体を具体的に構成する． 

４．研究成果 
(1) 20 世紀後半になって，超弦理論や超重力
理論等々の重力を含む統一理論の関心は高
次元ブラックホール時空を研究する大きな
動機付けを与えた．私たちは，このような流
れの中でCKY対称性が高次元にも拡張できる
ことを明らかにしてきた．そこで，2005 年か
ら 2011 年にかけて行った高次元ブラックホ
ールの対称性および Einstein 重力理論の厳
密解に関する一連の研究を整理し新しい考
察も加えレビュー論文を発表した．この論文
は，近年の高次元ブラックホール研究の発展
をまとめたProgress of Theoretical Physics 
(2011)に招待論文として投稿したものであ
る． 
 
(2) CKY 対称性に物質場による変形の効果を
導入することで，より広いクラスのブラック
ホール時空が捕えられるようになった．特に
超重力理論の場合，このような変形は 3階反
対称テンソルで定まるトーションとして自
然な解釈が与えられる．本研究では，トーシ
ョンで拡張されたCKY (GCKY)を許す時空の分
類を行った．分類リストには，超重力理論の
高次元ブラックホール時空やソリトン解を
記述する佐々木多様体，弱いケーラー多様体， 
弱い G2 多様体も含まれる．これらの多様体
は，Semmelmann の分類を具体的に実現したも
のである．また，Wahlquist(1968, 1992)に
よって発見された完全流体中の回転するブ
ラックホール時空にも GCKY 対称性が存在す
ることを明らかにし, Walquist解の一般次元
への拡張に成功した．GCKY 対称性の威力が厳
密解の構成に発揮された最初の例である． 
 
(3) G-構造は超弦理論や超重力理論における
超対称な厳密解を構成する強力な手法を提
供する．本研究では，7 次元および 8 次元空
間でコンパクト化したヘテロ型超重力理論
の時空を記述する厳密解の構成を行った．
7,8 次元に対応する G-構造は，Berger による
特殊ホロノミー多様体の分類から G2 および
Spin(7)であり，この構造を許す具体的な解
を求めることを目標とした．得られた結果は，
Bryant-Salamon， Cvetic-Gibbons-Lu-Pope    
(1989,2002)によって発見された例外型ホロ
ノミー群を持つリッチ平坦計量（重力インス
タントン）をトーションを含む形に拡張した
ものになっている． 
 
(4) 時空をワイル曲率テンソルの固有値を
使って分類するペテロフ分類は有名である．
Schwarzschild 時空や Kerr 時空は固有値に 2
重縮退のあるタイプ Dに属する．タイプ D時
空に真空条件をさらに課すことにより，曲率
テンソルに「代数的な性質」が現れる．すな
わち，曲率テンソルを何回微分しても，それ
らが微分なしの曲率テンソルで書けてしま
うのである．このような性質はキリング・矢
野テンソルの存在と密接に関連する．キリン



グ・矢野テンソルは CKY に対し co-closed 条
件を課すことにより得られる反対称テンソ
ル場である．本研究では，ペテロフ分類より
精密な時空情報を得るために，キリング・矢
野 テ ン ソ ル の 可 積 分 条 件 を 延 長
（prolongation）を使って微分形式のベクト
ル束上で定式化し，以下の定理を証明した． 
 
定理１．タイプ D真空条件を満たすすべての
時空には，Kinnersely の分類(III)を除き，
階数 2のキリング・矢野テンソルがただ一つ
存在する． 
 
定理 2．タイプ D 真空条件を満たすすべての
時空に階数 3のキリング・矢野テンソルは存
在しない． 
 
さらに，他の 4 次元時空，5 次元時空そして
超対称性を許す重力インスタントンに対し
ても階数 pのキリング・矢野テンソルの次元
公式を導出した(表 1,2,3)． 
 
表１. 4 次元時空 
 p=1 p=2 
最大対称 
空間 

  10    10 

Plebanski- 
Demianski 

2       0 

Kerr    2     1 
Schwarzschild    4     1 
Wahlquist    2     0 
Friedmann- 
Walker 

   6     4 

 
表 2. 5 次元時空 
    p=1    p=2 
最大対称 
空間 

   15    20 

Myers-Perry     3      0 
Emparan- 
Reall 

    3      0 

Kerr string     3      1 
 
表 3. 重力インスタントン 
    p=1    p=2 
Plebanski- 
Demianski 

   2    3 

Kerr-bolt    2    4 
Taub-NUT    4    4 
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