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研究成果の概要（和文）：本研究では、数値線形代数の基本テーマの一つであるジョルダン問題、および、それ
を拡張したクロネッカ問題に対する新たな数値解法を提案した。いずれに対しても標準的な前処理をアルゴリズ
ム中に組み込み、また、特異値分解をベースにアルゴリズムを構成することで数値的安定性を高めている。クロ
ネッカ問題に対する提案アルゴリズムは、クロネッカ標準形のみならず、クロネッカ基底も数値的に計算でき
る。したがって、行列束がシンギュラーな場合も含めて任意の一般固有値問題に対して数値的に一般解を求める
ことが可能であり、この点は実用上も重要な成果の一つと考えられる。

研究成果の概要（英文）：The purpose of this work is to establish reliable numerical algorithms for 
the Jordan problem (JP) and Kronecker problem (KP), where not only the canonical form but 
transformation matrices are computed in both cases. Shedding light on a stratificated structure [see
 K. Kudo et al., JSIAM Letters, Vol.2 (2010) pp. 119-122 for JP and Y. Kakinuma et al., JSIAM 
Letters, Vol. 1 (2009) pp. 60-63 for KP], we proposed an efficient SVD-based algorithm for each 
problem, incorporated with the standard preprocessing reducing an input square matrix (resp. an 
input matrix pencil) to a block Schur form for JP (resp. a generalized upper triangular form for
KP). One of the important contributions of this work from a practical viewpoint is to offer a 
complete numerical solution to a generalized eigenvalue problem of general type, where the 
associated matrix pencil might be singular.

研究分野：数値線形代数
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１．研究開始当初の背景 
 PCの高速化・大容量化が急速に進む昨今、
これまでスーパーコンピュータをはじめと
する一部の高速計算機でしか行えなかった
大規模な数値計算・シミュレーションが PC
上でも日常的に行われるようになってきて
いる。これに伴って、数値計算・シミュレー
ションは、活用される分野の裾野を広げ、今
では自然科学や社会科学のほとんど全ての
分野で標準的なツールになっていると言っ
ても過言でない。 
大規模な数値計算・シミュレーションを実
行する際、多くの場合、最も実行時間を要し、
また、巨大なメモリを消費するのは行列演算
に関わる部分である。したがって、行列に関
わる諸計算を計算機上で高精度かつ高効率
に実行するためのアルゴリズムの設計、プロ
グラム実装は極めて重要であり、数値線形代
数における中心的課題の一つになっている。 
行列に関わる諸計算のうち、連立一次方程
式、固有値問題、特異値分解については広汎
かつ深い研究がこれまでに数多くなされ、実
用レベルに達したライブラリ化されたプロ
グラムも多数公開されてきた。他方、一般性
がより高いジョルダン問題（以下 J問題）や、
J 問題を更に一般化したクロネッカ問題（以
下 K問題）については、応用上の重要性にも
関わらず、その研究はいまだ発展途上にある
と言っても過言でない。 
 J問題は、正方行列 Aが任意に与えられた
ときに、Aのジョルダン標準形（以下 J標準
形）J、および、AP=PJを満たす可逆行列 P
（ジョルダン基底（以下 J 基底））を同時に
決定する問題である。J 問題を解くことによ
り行列 Aの代数的、幾何的性質を全て明らか
にすることができる。Aの固有値が全て異な
る場合には Aは対角化可能であって（J標準
形は対角行列）、固有値問題に対する標準的
な数値解法（たとえば QR法やその改良版）
を用いて比較的容易に J問題を解くことがで
きる。他方、Aが多重固有値を持つ場合には
一般にはAは対角化できず非自明なJ標準形
を持つ。このため、J 問題を数値的に解くこ
とは容易ではない。 

J 問題に関する主要な既存研究として文献
①、②がある。文献①ではユニタリー変換（特
異値分解（SVD）を含む）を用いて J標準形
を計算する方法が提案されている。これは現
在においても J標準形を数値的に計算するた
めの標準的な方法であるが、一方、この方法
では J基底を計算することはできない。J基
底を計算するアルゴリズムとして文献②が
あるが、非ユニタリーな変換を利用するため、
数値的安定性の確保に問題がある。 
 K問題は、一般に非正方な行列束（A，B）
が任意に与えられたときに、（A，B）のクロ
ネッカ標準形（以下 K標準形）K（λ）、およ
び、（A－λB）P=QK（λ）を満たす可逆行列
P、Q（以下 K 基底）を同時に決定する問題
である（文献③）。K 問題を解くことにより

行列束（A，B）の代数的、幾何的性質を全て
明らかにすることができる。任意に与えられ
た行列束（A，B）の K 問題を（K 基底を含
めて）数値的に解く方法が確立できれば、行
列束がシンギュラーの場合も含む（したがっ
て最も一般性の高い）一般固有値問題（GEP）
の一般解を数値的に計算する（任意の λに対
して A－λB の核を計算する）ことが可能に
なる。GEPの固有値 λは K標準形から定ま
るが、固有ベクトルを決定するには K基底の
計算が必要になる。また、一般の GEP は λ
に関する多項式解を持つことが知られてお
り、多項式解の存在は K標準形から示せる一
方、多項式解の表示を具体的に与えるために
は K 基底の計算が必要になる。このように、
GEPの求解には K標準形のみならず、K基
底を含めて K問題を解くことが重要になる。 

K問題に関する主要な既存研究として文献
④、⑤がある。文献④、⑤では所与の行列束
を一般上三角（GUPTRI型）行列束に帰着し
て K標準形を決定する GUPTRIアルゴリズ
ムが提案されている。GUPTRIアルゴリズム
は数値線形代数に係る事実上の世界標準ラ
イブラリである LAPACK にも実装されてい
る信頼性の高いアルゴリズムであるが、K標
準形は計算できる一方、K基底を計算するこ
とはできない。したがって、当該行列束に係
る GEPに関して、GUPTRIアルゴリズムで
は固有ベクトルを計算することはできない。 
 以上のように、J 問題についてはユニタリ
ー変換ないしは SVD をベースにした数値解
法の確立、K問題については（同様にユニタ
リー変換ないしは SVD をベースに）K 標準
形のみならず K 基底も計算できるアルゴリ
ズムの確立が重要な課題になっている。 
 
２．研究の目的 
 J問題および K問題に関して、ユニタリー
変換ないしは SVD をベースにした信頼性の
高い数値解法を設計し、また、当該数値解法
の信頼性の高いプログラム実装法を確立す
る。K 問題に係る開発コードを GEP や平面
幾何へ適用し、有効性を検証する。 
 
３．研究の方法 
一般に、行列束（A，B）に対する K 問題
は、行列束が正方で Bが単位行列のときには
Aに対する J問題に帰着する。この意味で J
問題は K 問題のサブセットをなしている。
（一般に、レギュラーな行列束に対する K標
準形は実質的に J標準形に相当するもののみ
で構成される。）したがって、まず J 問題に
対する数値的安定性の高い数値解法を確立
し、その成果を K問題の数値解法に活用する
方針をとる。 
本研究に先立ち、予備的な研究成果として、

J 問題に関して文献⑥を、また、K 問題に関
して文献⑦を公表している。文献⑥、⑦では
それぞれ、正方行列に対する J標準形、行列
束に対する K 標準形の存在に関する帰納的



かつ構成的なオリジナルな証明を与え、証明
法に直接沿う形でJ問題およびK問題の素朴
な数値解法を提案している。本研究はこれら
の数理的な成果をベースに実施する。 
まず、ユニタリー変換を活用した標準的な
前処理を導入する。これは、文献⑥ないしは
⑦の段階での固有値は既知とする仮定の除
去、数値的安定性の確保、また、演算量削減
のために必須な要件である。本研究の肝は前
処理後の処理、すなわち、前処理によって得
られる特殊な型の行列ないしは行列束に対
する高精度かつ高効率なアルゴリズム設計
であり、これに係る数理的考察、アルゴリズ
ム設計後のプログラム実装、開発コードの有
効性の検証を順次行う。 
 J問題（ないしは K問題）は入力行列（な
いしは入力行列束）に対する微小な摂動に極
めてセンシティブな場合もあり、数値誤差に
関する考察が重要である。そこで、種々の悪
条件問題に対して実装プログラムを適用し、
数値誤差を検証するとともに、アルゴリズム
の改善を図る。 
 K問題数値解法の応用として、任意の行列
束に付随する GEP の求解や平面幾何（２つ
の平面代数曲線の交点を求める問題）へ開発
コードを適用し、その有効性を検証する。 
 
４．研究成果 
主たる研究成果として、J 問題に関して、
ブロックシューア標準形（BSF）を経由して
J 問題を数値的に安定かつ高効率に解くため
のアルゴリズムの設計、プログラム実装を行
った。また、J 問題に対するこの成果を活用
し、K問題に関して、GUPTRI型行列束に対
する K 問題を数値的に安定かつ高効率に解
くためのアルゴリズムを設計し、これに基づ
くプログラム実装を行った。この結果、任意
の行列束に対する K問題を、標準的な前処理
（GUPTRIアルゴリズム）と組み合わせて数
値的に安定に解くためのアルゴリズムが確
立できた。これにより、行列束がシンギュラ
ーの場合も含め、任意の行列束に係る GEP
の一般解を数値的に求めることが可能にな
った。 

J 問題、K 問題の各々について詳細は概ね
以下のとおりである。 
(1) J問題 
① 所与の（一般に多重固有値を持つ）正方
行列を、ユニタリー行列を用いた相似変換で
BSF に帰着する標準的な前処理をアルゴリ
ズムに導入し、これにより、固有値を既知と
する仮定の除去、演算量の大幅削減、数値的
安定性の確保が可能になった。また、前処理
によって得られた BSF に対する J 問題を高
速かつ高精度に解くためのアルゴリズムを
設計した。数値実験の結果、良条件問題につ
いては文献①、②の方法と同等、一部の悪条
件問題については文献①、②を上回る数値精
度が確保できることを示した。成果の一部は
雑誌論文①で公表した。 

② 前述のとおり、J 問題は K 問題のサブセ
ットをなしており、以上により、K問題の数
値解法を設計する上での実用的なツールを
得ることができた。 
 
(2) K問題 
① まず、K 標準形が L 型のみから構成され
る genericな横長行列束に対するK問題の数
値解法を検討し、この場合には行列束に構成
的な階層構造が存在することを見出し、この
構造を活用して K 問題の再帰的数値解法を
設計した。 
この方法は、K標準形が L型行列の転置行
列のみから構成される genericな縦長行列束
の K問題にも直ちに適用可能である。 

J 問題の数値解法に関する研究成果と併せ、
以上により、GUPTRI型行列束の対角ブロッ
クに相当する小行列束各々に対する K 問題
の数値解法の設計に成功した。 
② GUPTRI 型行列束の対角ブロックに相当
する小行列束各々に対する K 問題が解けて
いるとき、それらの小問題の解をベースに
GUPTRI 型行列束全体に対する K 問題の解
を得るためのアルゴリズムを設計した。 
③ ①および②を総合し、任意の GUPTRI型
行列束に対する K 問題の数値解法が確立で
きた。したがって、GUPTRIアルゴリズムと
併せることで、任意の行列束に対する K問題
の数値解法が確立できた。 
④ ③の結果、任意の GEPに対して、多項式
解を含む一般解が数値的に得られるように
なった。 
⑤ K 問題の応用として、開発コードを２つ
の平面代数曲線の交点を求める問題（文献⑧
の定式化に基づく）に適用し、数値的に一定
の精度で解けることを確認した。また、曲線
の一方がある genericな条件を満たす２次曲
線の場合には、射影変換を用いて当該２次曲
線を原点を中心とする単位円に移せること
から、この座標変換を用いると数値精度が大
幅に向上されることを示した。 
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