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研究成果の概要（和文）：Lyness方程式を超離散化したLyness max 方程式に対しては，具体的な高次の保存量を求め
，その保存量の一般的な構造を明らかにするために，derivative Lyness方程式の具体的な保存量を見出した．また，
非線形方程式に対する数式処理的・数値的なアプローチとして，球面的距離により修正されたPoiseuille流の厳密解や
双曲的計量によるPoiseuille流れを表す方程式を導出した．

研究成果の概要（英文）：We found higher order conserved quantities for the Lyness max equation which is a 
ultradiscrete version of the Lyness equation. To clarify the structure of the conserved quantities of the 
Lyness max equation, we found several conserved quantities for the derivative Lyness equation. As a 
computer algebra and a numerical approach, we found an exact solution to Poiseuill flow whose velocity 
field is spherical paraboloid, and derived a Poiseuill flow in hyperbolic metric.

研究分野： 応用数学
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１．研究開始当初の背景 
 ソリトンと呼ばれる衝突に対しても安定
な孤立波解は非線形現象を理解する上で重
要な役割を果してきた．ソリトン解が存在す
る微分方程式はKdV方程式を始めとして数多
く発見されてきたが，それらの方程式には幾
つかの共通する性質があり,その一つが可積
分性に通じる無限個の保存量やNソリトン解
の存在である．我々は Nソリトン解や保存量
の存在を基にして幾つかの新しい可積分な
方程式を発見してきた．その研究の中で，与
えられた非線形偏微分方程式の具体的な保
存量や対称性を求めるアルゴリズムを作り，
それを実現する数式処理(REDUCE)プログラ
ムを開発してきた．また，ソリトンは非線形
偏微分方程式にのみ存在するのではなく，独
立変数が離散化された非線形離散方程式に
も存在することが知られている．さらに最近
は，従属変数までも離散化された超離散方程
式にもソリトン現象が見つかり，超離散方程
式が注目されるようになってきた．しかし，
超離散方程式に対する保存量の研究はまだ
十分になされていないのが現状である． 
 
２．研究の目的 
 従属変数までも離散的な値に限定される
超離散系を含む離散系の保存量を探索する
効率的なアルゴリズムを開発し，数式処理シ
ステム上に実現する．また，開発されたシス
テムを用いて具体的な保存量を求め，それを
基にして保存量の構造を明らかにし，可積分
性の判定を行うことが本研究の目的である． 
 
３．研究の方法 
（１）有理式型の完全離散方程式（偏離散方
程式）の保存量探索アルゴリズムの開発とし
ては，方程式および保存則のスケール不変性
を利用した未定係数法を用いる．ただし，そ
のためには数千〜数万もの未知変数に対す
る連立代数方程式を解析的に解かなくては
ならないため，数式処理を用いて解析的に解
く前に，前処理として，数値的に未知変数の
ゼロ判定を行う方法と，剰余列による多項式
表現を用いて自明な解を削除する． 
 
（２）陰的な離散方程式の保存量探索アルゴ
リズムの開発としては，既に開発した正規形
の陰的な多項式型離散方程式に対する保存
量探索アルゴリズムを，非正規な有理式型方
程式に使えるように拡張する． 
 
（３）有理式型離散方程式の一つである k階
の Lyness 方程については，より高次の保存
量の探索を行い，Lyness 方程式の保存量の構
造を明らかにする． 
 
（４）超離散系については，既に開発してい
る max-plus 代数の演算を行うためのアルゴ
リズムを用いて，超離散方程式の保存量を求
めるためのアルゴリズムを作成し，超離散方

程式の一つである Lyness max 方程式の具体
的な保存量や，max type のいろいろな超離散
方程式の保存量の構造を調べる． 
 
４．研究成果 
（１）一様なランクをもつ差分方程式の保存
量を逐次的に構成するアルゴリズムを作成
し，そのアルゴリズムを実現するプログラム
を数式処理システムをREDUCE上に作成した．
このプログラムにより，有理式型の保存量の
分母分子の各々の次数を考慮しなくても探
索することができるようになった．具体例と
しては，有理式型の離散方程式の一つである
Lyness 方程式の高次保存量を具体的に求め
ることができた．これらの保存量の構造を基
にして，Lyness 方程式の一般的な次数の保存
量の具体的な形を求めるMAPLEプログラムを
作成した．さらに，ランクが一様でない離散
方程式に対しても上記のアルゴリズムが適
用できるように，ダミーの重みを持った変数
を導入することによって，より一般的な離散
方程式に対しても保存量を求めることがで
きるようになった． 
 
（２）Lyness 方程式の従属変数を超離散化し
た k 階の Lyness max 方程式については，第
１，第２，第３の具体的な保存量を求め，元
の Lyness 方程式に対応する保存量が存在す
ることを示した．また，これらの保存量が互
いに独立であることをカソラチ行列式を用
いて証明した．この結果については，ギリシ
ャで開かれた国際会議（The 6th World 
Congress of Nonlinear Analysts）において
発表した．さらに，Lyness max 方程式の一般
的なn次の保存量を求めるための準備として，
derivative Lyness 方 程 式 に 対 応 す る
derivative Lyness max 方程式を導いたが，
ｎ次の保存量の構造についてはまだ解決に
は至っておらず，今後の問題として残されて
いる． 
 
（３）対称性および保存量の探索プログラム
を用いて，無限個の保存量をもつ連立偏微分
方程式である coupled KdV 型の方程式を見つ
けていたが，この方程式の解の構造はまだ十
分には解明されていないため，離散化または
超離散化はまだ行われていない．この方程式
の超離散化の第一段階として，保存量の立場
から独立変数を離散化した方程式の候補を
見いだした．  
 
（４）離散化は数値計算の立場からも重要で
あるが，数値計算には演算によって誤差が生
じる問題がある．そこで，代数計算に対して，
その計算結果が計算順序によらない算法で
代用するという手法を提案し，与えられた代
数に最も近い結合代数を見つけるという幾
何学的問題の定式化を行った．この手法によ
って，数値計算の上でも精度の良い結果が得
られることを示した． 



 
（５）粘性流体の運動を支配する非線形偏微
分方程式であるNavier-Stokes方程式に対し
て，数式処理的・数値的アプローチとして，
球面的距離により修正された Poiseuille 流
の厳密解や双曲的計量による Poiseuille 流
れを表す方程式を導出した． 
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