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研究成果の概要（和文）：数値計算アルゴリズムの``良さ''は、解きにくい問題、すなわち、小さな計算誤差により解
が大きく変わる問題を解かせることで評価できる。連立1次方程式の場合には、非常に大きな条件数の行列を係数行列
とする問題を解かせればよい。また非線形方程式の場合には、解が狭い解空間に密集する場合などである。

本研究では、極端に大きな条件数をもつ行列の生成および条件数の上界について検討し、ほぼ上界に近い条件数の実現
の可能性を明らかにした。また、トランジスタ由来の非線形方程式について、この解曲線方程式に関する極めて顕著な
特徴を見出した。

研究成果の概要（英文）：The quality of numerical algorithms can be evaluated by solving extremely ill-cond
itioned problems;  For example, linear simultaneous equations having a coefficient matrix with extremely l
arge condition number and nonlinear equations possessing infinitely many solutions. For this purpose we st
udied on the generation of extremely ill-conditioned matrices and on an upper bound of the condition numbe
r of a matrix and showed the possibility that the upper bound of the condition number derived by Guggenhei
mer, et al may approximately be achieved.  

We also investigate a nonlinear equation derived originally from transistor circuits and found some intere
sting properties of solution curve equations derived from it. 
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1. 研究開始当初の背景

数値計算の分野において精度保証付き計算の手

法が急速に発展し (下記の文献 [a1]-[a3])，この観点

からの各計算法の良さの評価が必要となり，この評

価には極めて解きにくい問題を解かせるとよい．一

口に解きにくい問題といっても対象とする問題の種

類により異なる．本研究課題では，最も典型的な連

立 1次方程式に関わる行列の条件数と非線形連立方

程式について検討している．以下にこの二つのテー

マの背景について述べる．

(1) 大きな条件数をもつ行列の生成

n変数の連立 1次方程式 Ax = bの解きにくさ
は n 次行列 A = [aij ] の条件数 (∥A∥∥A−1∥; たち
の悪さの指標)で決まる．極端に大きな条件数の行
列の生成には非常にデリケートな計算が要求され

るので，A をまず整数行列として生成し，最後に
実数化する．生成にはRump法 [a4]がよく知られ，
Matlab(Intlab)上で実装され，実用的には専らこれ
が用いられている．Rump法は，第 1のステップで

V =

[
P kQ

Q P

]
, (k は小さな正整数) (1)

を満たす非常に大きな整数 P , Qをペル (Pell)方程

式 P 2 − kQ2 = 1の解として定める．第 2ステップ

ではこの P , Qをもとにして，スパースではあるが

条件数の極めて大きな行列を作り，第 3ステップで

はこの行列をある変換により密な行列に変換すると

いう 3ステップで生成するが，次の短所をもつ．1)

ペル方程式の解はそれほど多くないので，ステップ

1, 2で生成できる行列の個数は多くない，2)ステッ

プ 3での変換の性質があまりはっきりしない，3)得

られる行列はベンチマール行列としては必ずしも望

ましくない (研究成果の論文 [b4]参照)．さらに条件

数に関しては，Guggenheimerらによる上界 [a6]が

示されているが，この上界は従来法 (Rump法など)

による実現値と nn/2 倍という大きなギャップがあ

り，実際に到達できるか否かの明確な結果がない．

以上の問題点に対して，研究代表者は以前 Rump

法の拡張を行った [a5][b4]．

行列要素の桁数 (大きさ)の増加に伴い大きな条
件数が実現できることは明らかなので

仮定 1：µを正整数とし，A = [aij ]は |aij | ≤ µを
満たす整数行列

という前提で議論する．Rump 法の第 1 ステップ
で，式 (1)の代わりに

V =

[
P F

Q G

]
, (|V | = PG−QF = 1) (2)

を満たす µn 程度の大きさの P , Q, F , Gを求める

ことを提案した [b4]．すなわち，互いに素な整数P ,

Qからユークリッドの互除法により F , Gを求める

もので，Rump法でのペル方程式の解よりも遙かに

多くの解が得られる．

(2) 非線形方程式の解曲線

本課題で検討対象とする n変数の非線形連立方

程式は，トランジスタ回路由来の f(x)+Ax = bと

いう形の方程式である．ここで，非線形関数ベクト

ル f(x)は第 i要素が xi のみの非線形関数であり，

Aは n次実行列である．fi(xi)は回路的にはトラン

ジスタの非線形特性に対応していて xi の単調増加

な指数関数であるが，単純化のため従来の理論では

次の仮定をする．

仮定 2：fi(xi) (i = 1, 2, · · · , n; fi(0) = 0)は次の

(i)(ii)を満たす任意の関数とする．

(i) fi(xi) (i = 1, 2, · · · , n) は，十分滑らかで
かつ R1 から R1 への全単射関数 (3)

(ii)
d

dxi
fi(xi) > 0 for ∀xi (i = 1, · · · , n) (4)

Sandberg-Willson はこの方程式について解

の存在性・一意性条件を求めた．後にこれからトラ

ンジスタ回路の極めて重要な結果が多数導かれた．

上記の方程式に対しては一般に，解の存在性・

解の一意性・解の個数が最も基本的問題であるが，

仮定 2のみのもとでは解の個数については何らの

結論も導けない．そこで，20年程前Nishi-Kawane

は，より現実的な次の仮定 3のもとで，解の個数が

有限個であるための必要十分条件を導びいた [a7]．

仮定 3：fi(xi)は，仮定 2の条件 (i)(ii)の他に次の

(iii)をも満たす任意の関数とする．

(iii)
d2

dx2
i

fi(xi) > 0 for ∀xi (i = 1, · · · , n)(5)

[a7]の結果の導出に当たり，前提条件である解

曲線 (後述)の取り扱いに関して本質的な欠陥があ

ることに数年前に気付いた．この欠陥に関する再

検討が本研究の一つであり，その結果としてNishi-

Kawane の結果 [a7] は正しかったことが分かった

(研究の目的および研究成果の項参照)．
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2. 研究の目的
研究目的は一言でいえば，解きにくい問題の生

成であり，研究開始当初の背景欄で述べた従来法の

問題点に関し，特に次の 3項目について検討する．

(1) 極端に大きな条件数をもつ多様な行列の生成

(2) 条件数の上界に関する検討

(3) トランジスタ回路由来の基本的非線形方程式の

解曲線の特徴付けと，これを利用した解きにくい方

程式の生成

3. 研究の方法

(1) 理論的解析

本研究全体は理論的研究が主である．

(2) 連携研究者および研究室での討論

九州大学大学院准教授であった高橋規一 (2013

年から岡山大学教授)を連携研究者として頻繁に議

論を行った．また研究室での討論のほか，ハンブル

グ工科大学の S. Rump教授 (早稲田大学教授でも

ある)ともしばしば研究討論を行った．

(3) 国際会議および国内研究会での発表および討論

主な発表論文の項参照．

4. 研究成果

(1) 発表論文 [b4]に基づく多様な行列生成プログ

ラムの実装による確認

発表論文 [b4]で提案した方法をMatlab上で実

装し，Rump法におけるペル方程式の解の個数が意

外に少ないことを数値計算により確認し，また [b4]

の方法を実装してその有効性を確認した．ただし，

プログラムの基本的枠組みは Rumpによるプログ

ラムを流用したため，独立したプログラムとしては

作成しなかった．

(2) 条件数の上界に関する検討

研究開始当初の背景欄で述べた Guggenheimer

らによる条件数の上界に近い条件数が実際に生成で

きるか否かについて検討し，Rump法よりも n2程

度大きな条件数をもつ n次行列の例を見出した．さ

らに特殊な nに対してではあるが，Guggenheimer

らの上界値に極めて近い行列生成の可能性を示し

た．詳細を以下の (i)-(iv)に述べる．

(i) Guggenheimerらによる上界

研究開始以前の背景欄の仮定 1のもとで，2ノ

ルムにおける条件数Cond2(A)に関し次の定理が知

られている．

定理 1：仮定 1のもとで

Cond2(A) ≤
2

abs |A|

(
n2µ2

n

)n
2

(6)

式 (6)を考慮し，以下では abs |A| = 1を課す．

(ii) 上界に近い条件数の生成の考え方

発表論文の [c3][c5] の結果を参考にして，A

を次の形で検討する．すなわち，n 次の整数行

列 H = [hij ], E = [eij ] を，1) hij = ±1 , 2)

H の n− 1次小行列式の一つは非常に大きな値,

3) eij は 0または hij と同符号の小さな整数，と選

び，Aを次のように選ぶ．

A ≜ µH − E (7)

|A| ≡ 1 (µの値に拘わらず) (8)

式 (8)を満たすには |H| = 0, |E| = ±1が必要．

(iii) 従来法の n2 倍の条件数をもつ行列

発見的ではあるが，H を

H =


1 1 1 · · · 1

1 1 1 · · · 1

1 1 −1 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · −1

 (9)

E は対角項が ±1の下三角行列にとり，式 (8)を

満たす eij の解析的求め方を与えた．その結果，従

来法 (µn程度)よりもかなり大きな条件数 (n2µn程

度)が得られたが，これは式 (6)の上界よりもまだ

相当小さい．

(iv) 2k次のアダマール行列を縁取りした行列Hの

場合

以下では 2k 次のアダマール行列 H2k が重要な

役割を果たすが，念のため定義を挙げておく．

H1 = [1], H2 ≜
[

1 1

1 −1

]
H2k ≜ H2k−1 ⊗H2 (k = 2, 3, · · · )

ここで，⊗はクロネッカー積を表す．
予想 1：アダマール行列を縁取りした行列 H に対

して補題 1 の式 (7), (8) を満たす E が求まれば，

Guggenheimerらの上界に近い条件数が得られる．

予想 1に関し n = 5の場合の例を挙げておく．

4次のアダマール行列を縁取りした 5次の行列H：

H =


1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 −1 1 −1

1 1 1 −1 −1

1 1 −1 −1 1

 (10)



に対して，式 (8)を満たす整数行列Eを解析的に求
めることができた．(µを与えて)生成された Aの
条件数とGuggenheimerらによる上界値を比較する
と次表のようになり，この場合にはほぼこの上界値
が達成できていることが分かる．

µ 特異値 si 条件数 s1
s3

上界値

10
31.4, 22.7, 19.31

18.1, 0.40D−5 0.78D7 1.12D7

100
334, 236, 199

198, 3.2D−10 1.05D12 1.12D12

1000
3370, 2371, 20000

1998, 8.15D−14 4.13D16 1.12D17

表 3　 n = 5の場合での上界値と実現値との比較

n = 1000の結果が少しおかしいのは計算精度 (倍

長 1017)に因る．

上記のことは，一般の kに対して解析的に検証

でき，次の結果が導けた (n = 2k + 1)．

2n
n
2 µn > Cond2(A) > 2

n√
n− 1

µn(n− 1)
n−1
2

(11)

上式の両辺の比を計算すると

2 n√
n−1

µn(n− 1)
n−1
2

2n
n
2 µn

=

(
1− 1

n

)n−2
2

(12)

(
1− 1

n

)n−2
2

=


0.6666667 n = 3

0.7155418 n = 5

0.6621649 n = 9

0.6065307 n = ∞

(13)

定理 2：2k 次のアダマール行列を縁取りしたH に

対して |µH−E| ≡ 1となる整数行列Eが存在すれ

ば，このAの条件数は (大きなµに対して) Guggen-

heimerらの上界に極めて近い．

(3) 非線形方程式の解曲線に関する検討

以下の (i)–(vi)の順に問題および成果を説明す

る．

(i)非線形方程式

研究対象とするトランジスタ回路由来の非線形

方程式 f(x)+Ax = bは詳しくは次のように書ける．
f1(x1)

...

fn(xn)

+


a11 · · · a1n

...
. . .

...

an1 · · · ann

 =


b1
...

bn

 (14)

(ii)Ω行列の定義

式 (14)の解の個数に関しては，本研究代表者が

以前提案した Ω行列という概念が重要で，これは

“正値行列”，“P 行列”という周知の概念の一般化

になっている．以下に Ω行列の定義および重要な

性質について簡単に述べる．

定義 1(Ω符号条件)：正方行列 A = [aij ]の各行に

ついて次の条件を満たすとき，行列Aは “Ω符号条

件を満たす”という．

aii < 0 ⇒ aij ≤ 0 for ∀j(̸= i) (15)

定義 2(Ω行列)：既約行列 Aが，|A+D| ̸= 0とな

る任意の正値対角行列D(> 0)に対して (A+D)−1

が常に Ω符号条件を満足するとき，Aを Ω行列と

いい A ∈ Ωとも書く．また，Aが可約行列の場合，

Aの行および列を同時置換によりブロック対角行列

に変換したとき，(既約)対角ブロックがすべてΩ行

列のとき，Aを Ω行列という．

Ω行列の種々な性質については省略するが，A+

D(Dは正値対角行列)の主座小行列式 (|A+D|自
身も含む)がすべて非負であれば，AはΩ行列であ

るから，次の重要なことが分かる．

定理 3：

正値行列 ⊂ P 行列 ⊂ Ω行列 (16)

非負値行列 ⊂ P0 行列 ⊂ Ω行列 (17)

(iii) 解曲線と解曲線方程式

式 (14)の第 1式を除いたn個の変数をもつn−1
個の式：

f2(x2)
...

fn(xn)

+


a21 · · · a2n

...
. . .

...

an1 · · · ann

 =


b2
...

bn

 (18)

式 (18)の解集合は，これが 1次元曲線の集まりで
ある場合に限っても，解集合の様相は一般には極め

て複雑であり得る．式 (18)の右辺を左辺に移項し，
式 (18)をH(x) ≡ H(x1, x2, · · · , xn) = 0と書くと
き，H(x)のヤコビ行列 J0(x) は次式で与えられる．

J0 ≜ ∂H

∂x
=


∂h2
∂x1

∂h2
∂x2

· · · ∂h2
∂xn

...
...

. . .
...

∂hn
∂x1

∂hn
∂x2

· · · ∂hn
∂xn

 (19)

=


a21 a′

22 · · · a2n

a31 a32 · · · a3n

...
...

. . .
...

an,1 an,2 · · · a′
n,n

 (20)

≜
[

a·1 A′
0

]
(21)

ここで

a′
ii = di+aii, di ≡

dfi
dxi

(> 0) (i = 2, 3, · · · , n) (22)

A′
0(= A+D) =


a′
22 · · · a2n

...
. . .

...

an2 · · · a′
nn

 (23)

di は一般には xi の関数であり値は未知であるが，

研究の背景欄の仮定 2により正数である．式 (23)

で用いた記号 a′iiは aiiに diが加わっていることを

表し，同様に A′
0 は A0 の対角要素が a′ii で置き換



えられた行列を表す．

H(x)に関しては，次の陰関数定理とパス定理

が基本的である．

定理 4 (陰関数定理): x∗ = (x1∗, x2∗, · · · , xn∗) を

H = 0の解の一つとする．すなわちH(x∗) = 0．こ

のとき x∗ での式 (20)の “ヤコビ行列 J0(x∗)の階

数”がフルランクすなわち rank J0(x∗) = n − 1

であれば，x∗ の近傍で H(x) = 0を満たす点 xの

集合は，x∗を通る連続微分可能なパス (1次元曲線)

上の点である．また特に

定理 5 (パス定理): x∗ において式 (23)の A′
0 が正

則であれば，xi(i = 2, 3, · · · , n)は x∗ の近傍で x1

の連続微分可能関数 xi = xi(x1)として表せる．

(iv) Aが Ω行列の場合のヤコビ行列の性質

ところでまったく幸いなことに，Ω行列と式 (20)

のヤコビ行列 J0との間には次の定理が成り立つ．も

ちろんこの定理はA ∈ P (したがってもちろんAが

正値行列の場合)の場合に定理 4が成り立つことは

周知のことである．

定理 6: Aが既約なΩ行列であれば，J0は n次元空

間の任意のxでフルランク (すなわち，rank J0(x) =

n− 1)である．

定理 6 は次の定理 7–9 のようにも書き換えら

れる．

定理 7(定理 4の双対): ヤコビ行列 J0 のランクが

rank J0 < n− 1 for ∃D > 0 (24)

であれば，A ̸∈ Ωであるかまたは Aは可約である．

定理8ある正値対角行列D > 0に対して rank J0 <

n− 1 かつ A ∈ Ωであれば，Aは可約である．

定理9ある正値対角行列D > 0に対して rank J0 <

n− 1 かつ Aが既約であれば，A ̸∈ Ω．

(v) A ∈ Ωの場合の解曲線の一般形

これらの定理から，式 (18)の解集合はなめらか

で，端点や交差点を含まない 1次元曲線の集まりで

あることがいえ，式 (18)を解曲線方程式と呼ぶ．し

かしながら，以上のことだけでもまだ解曲線の振る

舞いは相当複雑で，典型的な解曲線の様子は図 1の

ようになる．ただしこの図で，X0 は (x2, · · · , xn)

の n− 1次元空間を表す．

図 1　解曲線群の例
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(vi) 解曲線 C 上の停留点と解曲線の特徴

解の最大個数を求めるには，孤立解曲線Ck (k =

1, 2, · · · )を列挙し，各Ck上の点で式 (14)の第 1式

を満たす点があるか否かを調べる．このためには

Ck の個数が有限であることが必要である

ところで，解曲線上には “x1 方向に関する”停

留点 (図 2の極小点，極大点，変曲点)が存在しう

る．これに関して以下の重要な定理が成り立つ．

定理 10：Aが既約な Ω行列の場合，解曲線は変数

x1 に関して極大点も変曲点ももたない．

定理 10 系 1: 定理 10 の条件の下では，解曲線は

ループを含まない．

したがって図 1のループC2, C6, C7や極大点を

もつ C4，C5は存在しない．また，C1においてQ1

のような極大点も存在してはならない．

これらの定理から次の結論を得る．

x1

X0

x1

X0

x1

X0

x1∗

x1∗

x1∗

(a) 極小点 (b) 極大点 (c) 変曲点

図 2　変数 x1 に関する停留点

Q1

Q2

Q3

定理 11: 定理 10の条件の下では，解曲線は図 3に

示すような二つのタイプのみからなる．すなわち，

一つは，変数 x1 に関して −∞から +∞の間を単
調に変化する解曲線 (例えば，図 3の C1, C2 およ

び C4)．もう一つは図 3の C3と C5のような x1方

向に大域的最小値をもつ (単峰な)曲線である．

図 3の C3, C5のような x1方向に関して単峰な

曲線Ckを便宜上最小点で左の半分Ck1と右の半分

Ck2
に分け，それぞれを “単純解曲線” と呼ぶこと

にする．したがって，図 3の解曲線群は 8個の単純

解曲線からなると見る．

単純解曲線は x1 の正方向にはどこまでも大き

くなるので，結局次のことがいえる．

定理 12：十分大きな x1 に対する式 (14)の解の個

数は単純解曲線の個数以下である．

図 3　 A ∈ Ωの場合の解曲線の例
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定理 11, 12という解曲線に関する極めて簡潔な

特徴付けが，研究開始当初の背景欄に述べた “解曲

線”の不十分な点にに関する検討結果であり，この

結果として，Nishi-Kawaneの結果 [a7]は大筋とし

て正しかったことが判明した．

(4) たちの悪い非線形方程式の例の生成

たちの悪い非線形方程式の特徴付けは連立 1次

方程式ほど明確でないが，ここでは，トランジスタ



回路が連続無限個の解をもちうる場合は解きにくい

方程式の代表と考える．このためには，A ̸∈ Ωが

必要条件である．このため，発表論文の [c2]の結果

を得た．
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