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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、「物体は格子点上で表現されていて、それに施され

る演算もすべて整数演算である」という現実から一切逃避しないという立場にたち、整数演算

のみを用いた幾何計算アルゴリズムを体系的に導出する枠組を構築することを目指している。

２次元格子点上の回転、および３次元格子点上の回転について検討し、格子点上での回転が有

する性質を明らかにするとともに、整数演算のみでこれらの回転を計算する手法を開発した。

また、２次元格子点上での剛体変換が有する性質を検討した。さらに、幾何モデルあてはめ問

題に関して、外れ値を含む格子点データが与えられた時、データ点を説明する離散直線や離散

多項式曲線を求める手法を開発した。 

 
研究成果の概要（英文）：We focused on 2D rotations on grid points computed by using 
only integers. We investigated rotation angles with any of which a given digital image 
is rotated to the same digital image. We then proposed a method for obtaining the 
upper and lower bounds of such angles from a given Euclidean angle and from a pair of 
digital images. Furthermore, we extended this method so that it can deal with 3D 
rotations.  Namely, we studied the intersection between the 3D half-grid and the 
rotation plane and proposed 3D hinge angles. Then, we developed a method to sort all 
3D hinge angles with integer computations alone. This investigation is extended to 
rigid transformations.  In addition, we addressed the problem of fitting a discrete line 
or polynomial curve to given integer points in the presence of outliers. We then 
proposed a method that effectively achieves a locally optimal solution by using a local 
search. 
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１． 研究開始当初の背景 

 
現実の計算機では情報はすべて有限精度の

整数値で管理されているため、３次元物体の

形状も、基本的には、整数値を用いて管理さ

れている(有理数を用いた管理も可能である

が、これは二つの整数による管理として捉え

ることができる)。したがって、計算機内で

３次元物体を幾何学的に操作しようとした
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とき、実際には、物体を表現している整数格

子点(整数点)に対して幾何計算が適用され

る。幾何学的な操作は、本来、実数を扱う連

続の世界で定式化されているにもかかわら

ず、それを実現する際には、整数格子点に対

して幾何計算が実行されているというのが

現状である。したがって、その計算結果には、

必ず離散化誤差や丸め誤差が含まれてしま

う。特に、幾何操作が何度も繰り返して適用

されたときには、このような誤差の蓄積は見

過ごせないものとなる。すなわち、こうした

誤差が、３次元物体がもともと有していた幾

何学的な構造や性質を壊してしまい、幾何計

算後の結果はもはや信頼できないものとな

る。たとえば、１点で交わる３直線は、幾何

計算後には１点で交わらなくなる。同一平面

上に存在する点群は、幾何計算後には同一平

面上には存在しなくなる。これは、コンピュ

ータビジョン、コンピュータグラフィックス、

デジタル画像解析などの分野で深刻な問題

として捉えられており、その解決が切望され

ている。 

 
２． 研究の目的 

 
整数演算のみを用いた幾何計算アルゴリズ

ムを体系的に導出する枠組の構築を目的と

する。この枠組で作られた幾何計算アルゴリ

ズムを用いれば、３次元物体に幾何学的な操

作が何度適用されたとしても、その物体の幾

何学的な構造や性質は保持される。したがっ

て、３次元物体に対して自由に幾何学的な操

作を施すことができ、しかも、その計算結果

は正確で信頼でき、もはや誤差に悩まされる

ことはなくなる。 
 

３． 研究の方法 
 

（１）２次元格子点、３次元格子点の回転の

統一的定式化 

系統的に幾何計算アルゴリズムを導出する

ためには、幾何演算を次元に依存せず統一的

な記述で表現することが必須である。しかし、

値が無理数となり得る正弦や余弦を整数演

算では用いることはできず、２次元格子点の

回転や３次元格子点の回転を通常のように

行列表記で記述することはできない。そこで、

２次元格子点の回転、３次元格子点の回転を

別の形で統一的に記述することを試みる。こ

れによって、格子点上の回転（離散回転）に

対する理解がより深まることが期待される。

ここでは、回転後の離散化に依存して発生す

る、離散回転前後での１対１対応、回転の繰

返しによる対応の保持や消滅について注意

深く考察する。また、隣接する格子点の境界

に対応する回転角度 hinge angle との関係に

ついて議論を展開する。 

（２）２次元回転、３次元回転に対する整数

演算手法 

表現された２次元格子点の回転、３次元格子

点の回転を整数演算のみで実現しなければ

ならない。そうでなければ、整数値を入力と

してもその演算結果の整数性が保持されな

いからである。ここでは、２次元格子点の回

転を考えたとき、その回転角の範囲は、回転

前の格子点の座標、回転後の格子点の x 座標

の３つの整数値によって整数演算のみで計

算可能であること、３次元の場合は５つの整

数値による整数演算のみで計算可能である

ことを利用し、これを拡張する形でその演算

手法を開発する。 

（３）２次元データに対する離散幾何モデル

あてはめ 

もっとも単純な場合として、ノイズや外れ値

を含む２次元格子データに離散直線や離散

曲線を当てはめる問題に取り組む。当てはめ

る離散幾何モデルの最適な幅をデータから

決定する手法の開発が必要である。ひとたび

幅を決定すると、同じ幅をもつ離散直線群の

うち、外れ値でない点をなるべく多く含むと

いう指標と当てはめられた離散直線からの

ずれがなるべく小さくなるという指標の下

で、最適な離散直線を見つける必要がある。

この問題を最適化問題として定式化し、その

最適解を効率的に求める手法を開発する。ま



た、双対性を利用した定式化についても検討

を加える。 

４．研究成果 

 

（１）整数計算による２次元格子点上の離散

回転 

デジタル画像上での２次元回転は、画像マッ

チングや画像の位置合わせなどにおいて重

要な役割を演じる。本研究では、回転前後の

デジタル画像対が与えられたとき、整数計算

のみを用いてその２次元回転を推定する手

法を開発した。連続画像の場合とは異なり、

デジタル画像の場合、回転角度が異なっても

ある範囲内にある角度であれば、デジタル画

像に回転を施した結果、同一のデジタル画像

が得られる。これは、回転後に行う画像の離

散化に起因している。したがって、同一のデ

ジタル画像が得られる回転角度の上限・下限

を求めることが重要となる。提案手法では、

いくつかの対応画素対が集合で与えられた

とき、集合内の対応画素対すべてと整合する

回転角度の上限・下限を効率よく求めること

ができる。しかもそこで要する計算を全て整

数計算で実現しているため、得られた結果に

誤差は一切含まれない。言い換えれば、提案

手法によって、デジタル画像上での２次元離

散回転を計算誤差無しに効率的に求めるこ

とが可能となっている。 
 

（２）２次元格子点上の離散回転推定手法の

拡張 

回転前後のデジタル画像対から整数計算の

みを用いてその２次元離散回転を推定する

上記手法では、画素の離散化誤差は存在しな

いことを前提としていた。そこで、この前提

が成り立たない場合にでも適用できるよう

に手法を拡張した。具体的には、離散化誤差

が存在する場合にも画素対応から整数計算

のみで２次元離散回転の上限・下限を効率的

に推定することができるように手法を拡張

した。さらに、与えられた画素対が必ずしも

正しい対応でない場合でも、入力画素対と整

合する離散回転の上限・下限を効率的に求め

ることができるように手法を改良した。これ

らの改良によって、デジタルカメラで撮影し

た実際の画像に対して提案手法を適用する

ことができるようになった（図１、２、３）。 
 

 
 
 
 
 

 
 
図１：回転前の画像   図２：回転後の画像 
 
 
 
 
 
 
 
図３：改良手法によって推定された回転角

（青が真値、赤が推定された上限、下限） 
 
 
（３）３次元格子点の離散回転推定手法 
３次元回転は、３次元画像のマッチングや位

置合わせなどにおいて重要な役割を演じる。

本研究では、２次元離散回転推定手法を発展

させ、与えられた３次元格子点対応と整合

する３次元回転角度の上限・下限を誤差な

しで正確に求めるアルゴリズムを開発した。 
 
 
 
 
 
 
 
 
既に開発した２次元離散回転推定手法を拡

張し、３次元離散回転を扱えるようにした。

具体的には、回転軸と回転角度で３次元回転

  

 

  



を捉え、回転すべき格子点がのる回転平面と

３次元格子との交わりを考えることで、３次

元離散回転を５個の整数値で表現できるこ

とを示した。また、異なる３次元回転をこの

５個の整数値を用いた整数計算のみによっ

て比較することができることを示した。そし

て、３次元格子点対応が与えられたとき、整

数計算のみでその対応を実現する３次元回

転の上限・下限を効率的に推定する手法を開

発した。 

 
（４）離散データ点への直線・平面あてはめ 

直線や平面を離散的に計測した２次元点や

３次元点から元の直線や平面を推定するこ

とはデジタル画像を扱う上でのもっとも基

本的な問題の一つである。本研究では、この

問題を混合整数計画問題として定式化し、離

散化誤差を考慮した最適な直線当てはめ／

平面当てはめの手法を開発した。ここでは、

計測点にはアウトライヤーが存在するとい

う前提で、計測点がインライヤーかアウトラ

イヤーかを表す離散変数と当てはめる直線

／平面までの誤差を表す連続変数を導入し

て問題を定式化している。開発した手法は、

離散幾何の手法とコンピュータビジョンの

手法を融合することによって、外れ値が存在

するという前提で、最も多くの離散計測点が

支持する直線／平面を効率的に求めること

ができる。実画像を用いた実験でもその有効

性が確認されている。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

（５）離散データへの離散多項式曲線あては

め 

本研究では、アウトライアー（外れ値）を含

む離散点データが与えられた時、当てはめる

多項式の次数が既知であるという前提の下

で、データ点を説明する離散多項式曲線を求

める手法を開発した。具体的には、離散多項

式当てはめ問題を、離散多項式曲線に含まれ

るデータ点（インライアー）の数を最大化す

る多項式係数を求める最適化問題として定

式化し、効率的に多項式係数を求める手法を

開発した。ランダムに選んだインライアーに

よって多項式係数を決定する手続きを何度

も繰り返し最終的な解を求めるRANSACによ

る従来のアプローチでは、得られた解の性質

に何の保証もないが、提案手法で得られる解

は、集合の包含関係の下で局所最適になって

いる。したがって、初期解をうまく選ぶこと

によって大局的な最適解を得ることができ

る。実験によって、RANSACによる従来のアプ

ローチに比べ、入力データ中の外れ値の割合

やデータ点数に関係なく、提案手法の方が効

率的に最適解を求めることができることを

確認した（図４、Table １、Table ２参照）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   図４：入力データの例 
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