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研究成果の概要（和文）：概均質ベクトル空間に関連した密度定理の誤差項を求めるために解決

すべき問題ははっきりしてきた. 4 次体の場合には，局所軌道積分の一様評価は証明すみだが，

それはまだ未発表である. 誤差項の評価まで到達するためには，inclusion-exclusion principle 
を使うための評価がなされなければならず，それを行うためのさまざまな試行錯誤を行った.  
また，関連した局所理論でジョルダン分解の一般化について，いくぶん進展があった.  
 
研究成果の概要（英文）：Problems for getting the error term of density theorems related 
to prehomogeneous vector spaces became clearer. In the quartic case, we have an 
unpublished result showing a uniform estimate of local orbital integrals.  However, in 
order to use it to reach the error term of the density theorem, more accurate estimate 
has to be shown to use the inclusion-exclusion principle.  For that purpose, we carried 
out some trial and errors.  Also there is some progress in the related local theory on 
the generalization of the notion of Jordan decomposition.   
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１．研究開始当初の背景 
 
概均質ベクトル空間に関連した密度定理と
して古くは Davenport-Heilbronn の 3 次体
の密度定理や Goldfeld-Hoffstein の 2 次体
の類数の密度定理など，興味深い密度定理が
あった . 4 次 体 や 5 次体に 関しては 
Bhargava の密度定理がある . また最近の 
Thorne-谷口などの結果は 3 次体の場合の密
度の誤差項が 5/6 次のオーダーであること
を決定していて，実際のデータと非常に合う
ことがわかっている.  しかし，それ以外の場
合には誤差項についてはわかっていない. 密

度定理の主要項だけでは，理論的な漸近挙動
とデータは判別式を100万くらいまで調べて
もなかなか一致しないことが知られている. 
こういった状況を考え，なるべく多くの場合
に概均質ベクトル空間の解析理論から得ら
れる密度定理を誤差項まで含めて証明する
のが望ましい.  
 
２．研究の目的   
概均質ベクトル空間に関連する密度定理に
ついては主要項について証明されていない
場合も多い. そういった場合については，ま
ず主要項だけでもよいので，密度定理を証明
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するのが目的となるが，主要項が見つかって
いる場合については，その誤差項すべてみつ
けるのが目的である. もちろん，4 次体や 5
次体と関連する 3 変数 2 次形式の対の空間な
どの局所理論と極の考察ができて密度定理
の誤差項まで決定できるのが望ましいが，そ
れには非常に多くのことがなされねばなら
ず，現時点では密度定理を証明するための，
十分な局所理論を構築するのが研究の目的
である.  具体的には，簡単な場合である 2 次
行列の対の空間や 3 変数 2 次形式の対の空間
の場合の Jordan 分解の類似の概念を作るこ
とにより，一般の場合の定式化がどうである
べきかを探る.  
  
３．研究の方法   
概均質ベクトル空間の局所軌道積分につい
ては，はっきり計算されているのは，有理軌
道が 1 つしかない場合を除いて，2 変数 2 次
形式の空間と 2 変数 3 次形式の空間の場合し
かない. 3 変数 2 次形式の空間といった例外
群と関係した比較的大きい概均質ベクトル
空間の場合，もちろんその局所ゼータ積分を
すべて明示的に計算できるのが望ましいが，
とりあえずは一様評価を証明することが必
要である. しかし，一様評価だけでは十分で
な く ， 誤 差 項 も 考 察 す る た め に は ，
inclusion-exclusion principle を使うために，
素点の数を多くしていって，交代和、あるい
はガウス和を考えるて評価する必要がある. 
また，大域ゼータ関数の極は通常複数現れる
が，極での主要部はテスト関数の不変 
distribution となる. 等質空間上の不変測度
の一意性より，これらの不変  distribution 
は局所軌道積分の適当な値の定数倍になる
はずである.  ただし，極の位数が 2 以上の場
合にそれらを比較するといったことがなさ
れたことはなく，これは課題をなっている.  
局所理論に戻るが，局所軌道積分の評価もご
く一部の場合にしかなされていない. 2 次形
式の空間の場合には，Datskovsky [1] や伊吹
山-斉藤 [10]，Kable-雪江 [4]，[5], 早坂-雪
江 [2], [3] の仕事があるが，問題は安定化群
をどう扱うかである. Datskovsky, Kable-雪
江  の よ う に ， あ る 意 味 安 定 化 群 に 
transversal な集合をとり，局所軌道積分の
定義を明示的に書いて調べるということも
可能な場合があるが，安定化群が代数的トー
ラスではない場合にはこういった方法は難
しい. そこで群上ではなく，ベクトル空間上
で適当な集合をとり，Z_p 軌道のよい代表元
を明示的にとってくることは評価という観
点から可能性の高いものである.   
   
 
                                 
                                

                                 
                                
                                
                                
                                
                                 
                                 
                                 
                                 
                       

 
  そのように，ベクトル空間上で Z_p 軌道
の明示的な代表元をみつけるということは 2
次形式の空間の場合には古典的な結果であ
り([9])，Jordan 分解とよばれているものであ
る. 一方で幾何学的不変式論(GIT)では，不安
定点の群論的に帰納的な構造を表すことは，
モース理論の観点から知られている([6], [7], 
[8]).  GIT の観点からは，Jordan 分解は Q 
上安定だが，p を法として考えたとき不安定
になる点を有限体上の場合に不安定点の帰
納的構造を利用して調べたと解釈すること
ができる. 一般の場合には，不安定点の構造
は上の図のような，weight 空間における表
現の座標の weight の有限個の convex hull 
に一番近い点を考えることにより，分類する
ことができる. それを p を法として有限体
上で考えるということを繰り返せばよいと
思われる. なお，βを上の図の原点に一番近
い点とすると，これに対応する不安定点は，
ベクトル空間 V の部分空間 Y,Z と G の簡
約部分群 G(β) により，G と Y+Z の半安
定点の集合の G(β)上のファイバー積の点で
ある. しかし、それは一般の点なので，Y+Z 
すべての点を考えると，そこでまた G(β) の 
Y への作用を考え，再び不安定点を考えると
いうように繰り返す必要がある. こういった
方法は 2次形式の空間以外では試されたこと
がなく，まだ必ずしも成功していないが，う
まくいけば，画期的な方法となるはずである.  

群の階数が 3 以下なら，weight space を
視覚的にとらえることができるので，直観的
な考察が可能だが，階数が 4 より大きい場
合には，コンピューターによる計算を要する.  
上のような方法で Z_p 軌道を決定できる

と，[10], [11] のように，局所ゼータ関数，
あるいは局所軌道積分に関して重要な情報
がわかることが期待される.  

なお，このような局所理論が完成したら， 
大域ゼータ関数の極における留数，あるいは
主要部の係数となるテスト関数の不変 
distribution をアデリック軌道積分の定数
倍として表し，その定数を明示的に計算する
ことが誤差項を明示的に表すために必要と
なることである. そのような計算は 2 変数 3
次形式の場合に新谷によってなされた以外
は主な結果な今のところない.  



 4 次体に関連する場合には，極の位数が 2
であるために，その計算には困難が予想され
るが，それはこれからの課題である.  
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４．研究成果   
まだ，論文は完成していないが，いくつかの

概均質ベクトル空間の場合には，Z_p 軌道の
代表元の候補はほとんど決定している. 具
体的には， 
(1) G = GL(2) x GL(2) x GL(2), V 2 次行列
の対の空間 
(2) G = GL(3) x GL(2), V 3 変数 2次形式の
対の空間 
の場合について考察した. 特に，1 回不安定
点の帰納的構造を考えただけでは十分では
なく、複数回不安定点の構造を決定する必要
があることが興味深い点である. すべての
場合を記述するわけではないが，例えば、(1) 
の場合に，次の convex hull  
 
                                    
                                    
                                    
                                    
                                    
                                    
                                   

 
                                   
に対応する Z_p 軌道の代表元としては，
n_1<n_2 を非負整数として， 
 

 
 
という形をしたものである. ここで星印は 
Z_p の可逆元を表す.   
  (2) の場合は 4次体をパラメータ化する重
要な場合である. Z_p 軌道すべてを書けるわ
けではないが，例えば次の convex hull  
 
 
 
 
                                
                                
                                
                               
                              

 
 
に対応する Z_p 軌道は n1<n2 を正の整数
として， 
 
 
 
 
                

 
                 
                 



という形をした元で半安定であるものとな
る.  
この場合の局所軌道積分について現在得

ている結果は，このような考察によるもので
はないが次の結果がある.   
 
また，(2) の場合の局所軌道積分については、
誤差項まで記述するのには十分ではないが，
次の一様評価も得ている.  
 
 
 
 
  

 
 
 
５．主な発表論文等 
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に
は下線） 
 
 
〔学会発表〕（計 2 件） 
 
①  雪 江 明 彦  On Z_p orbits of 

prehomogeneous vector spaces Kyoto 
conference on automorphic forms 2012年 10
月 5 日-7 日, 京都大学  

②  雪江明彦 Jordan 分解について 第 57 回
代数シンポジウム 2012 年 8 月 20 日-23 日                            
数理解析研究所 

 
 
６．研究組織 
(1)研究代表者 

雪江 明彦（YUKIE AKIHIKO） 

京都大学・大学院理学研究科・教授 

研究者番号：20312548 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


