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研究成果の概要（和文）：2次元正規特異点に対して，その極小解消空間における標準サイクルの自己交点数と幾何種
数の間に成り立つ不等式を研究した．代数曲線束に対するスロープ不等式を念頭に置けば，期待される不等式における
幾何種数の係数は，基本種数の関数として表示されなければならない．研究期間においては，2重点や巡回的3重点に対
して標準特異点解消を用いてほぼ満足すべき形でスロープ不等式を示すことができた．これらは特殊な特異点に対する
成果ではあるが，対応するダーフィー予想の再証明を導くなどの応用を持つ．

研究成果の概要（英文）：We considered normal surface singularities in order to obtain an inequality betwee
n the self-intersection number of the canonical cycle and the geometric genus. Our inequality is modeled o
n the slope inequality for fibred algebraic surfaces, and thus the ratio shuld be expressed as a function 
in the fundamental genus. We could establish the desired inequalities for double and triple points of cycl
ic type, by using the canonical resolution. They lead us to another proof for Durfee's conjecture in such 
special cases.
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１． 研究開始当初の背景 
（１）２次元特異点論は， 1960 年代の M. 
Artin による有理特異点研究に始まり，その
研究は（大域的な）代数曲面論，特にその分
類理論を範として展開されてきた．幾何種数
の対応物として， 1970 年代に Wagreich 
は特異点にも３種類の種数を導入した．すな
わち，基本サイクルの算術種数である 

 
① 基本種数， 
 
特異点を解消して生じる例外集合にサポー
トをもつサイクル（非零な有効因子）の算術
種数の最大値としての 
 
② 算術種数， 
 
解消空間の構造層の第１高次順像の次元と
して定まる 
 
③ 幾何種数 
 
である．①や②は交点数から決まる位相的な
量である．一方③は解析的な不変量である．
その後，小平次元の対応物を定めるため， 
Knöller や渡辺公夫によって多重種数も導
入され，２次元正規特異点の分類理論が展開
された．これら数々の種数は，有理２重点を
はじめとする有理特異点の特徴付けや楕円
型特異点の研究に大いに活用されてきたが，
大域的な代数曲面論と同様に「一般型」特異
点に関する組織的な研究は十分になされて
いるとは言い難い状況である． 2 次元特異
点論のなお一層の進展のためには，代数曲面
論をいま一度俯瞰し，有効な方法論の移植を
検討する必要がある． 
 
（２）一般型代数曲面論に目を転じれば， 下
限を与える 
 
① Noether 不等式， 
 
上限を与える 
 
② 宮岡・ Yau 不等式 
 
などの，数値的不変量に対する数種類の基本
不等式があり，一般型曲面の構造研究はこれ
ら不等式で区切られる平面領域をひとつの
拠り所として展開されてきている． それが
1980 年代に Persson が提唱した「曲面の地
誌学」である．対象全体を見渡すことができ
るこのような「地図」の存在は，当該分野の
研究者に共通の研究基盤を与えるため，個別
に行われている研究の位置付けを明瞭にし，
研究領域全体の進展状況を概観する際に大
いに役立っている．従って， 2 次元一般型
特異点に対しても Noether 型や宮岡型の，
不変量間の基本的な不等式を示して，地誌学
的な研究視点を導入する必要がある． 

 
（３）このような観点から特異点論を眺める
と，いくつかの先行結果が見つかる．その代
表的なものは小山の不等式である．これは標
準サイクルの自己交点数と算術種数との間
に成立する不等式だから，幾何種数を取り込
んでいないという点でわれわれが目標とす
る不等式とは若干タイプが異なるが，大変示
唆的である．例えば，幾何種数と算術種数の
関係が明らかになれば，直ちに非自明な不等
式を得ることができる．また，２重点に対す
るダーフィー予想を解決する際に，泊によっ
て示された不等式も示唆的である．これはミ
ルナー数と幾何種数の間の不等式だが，ラウ
ファーの公式を経由すれば，われわれが目指
す不等式に極めて近い形になる．但し，その
ためには，例外集合のオイラー数を適切に処
理しなければならない． 
 
 
２．研究の目的 
（１）２次元正規特異点の極小解消空間には，
例外集合およびその部分集合にサポートを
もつ様々なサイクルが存在する．それらのう
ちでも，基本サイクルや標準サイクルは特異
点の幾何学構造・代数構造を理解する上で取
り分けて重要である． 
本研究では標準サイクルに対する鎖連結成
分への分解を利用することによって，特異点
の種数（幾何種数，算術種数，基本種数）と，
重複度や標準サイクルの自己交点数といっ
た不変量相互の関係を明示するネーター型
の基本不等式を得ることが主な目的である．
こういった不等式は大域的な代数曲面論の
研究に逆輸入され，応用に耐えうる形で定式
化されることが望ましい． 
 
（２）標準サイクルの重要性はとくに超曲面
特異点を含むクラスであるゴーレンスタイ
ン特異点において著しい．２次元正規特異点
の標準サイクルの自己交点数と幾何種数と
の間の不等式が確立されれば，特異点の研究
に地誌学的な観点を導入でき，これまでにな
されてきた種々の研究を総括的に概観する
ことが可能になる．ネーター型不等式は，基
本種数が２以上の特異点という広大なクラ
スに対して，特に有効な研究手段を提供する
ことが期待される．  
 
 
３．研究の方法 
（１）まず，研究組織について述べる．研究
の基本形態は，研究代表者による単独研究で
あるが，必要に応じて，日本各地の研究者に
協力・助言を仰いで研究計画の遂行をはかっ
た．とくに，都丸正（群馬大） ，奥間智弘
（山形大） ，泊昌孝（日大）などの 2 次元
特異点論を専門とする国内の研究協力者と
緊密に連絡をとって，議論できる環境を構築
することは不可欠である． 



 
（２）次に具体的な研究方法について述べる．
目標とする不等式のプロトタイプとして小
山の不等式を再考する．とくに，どのような
特異点が不等式において等号を達成するの
かを研究する．その際に算術種数と幾何種数
の関係を出来る限り明らかにしつつ研究を
進める．一般に，幾何種数は算術種数より大
きい．またブリスコーン型の超曲面特異点を
始めとするゴーレンスタイン特異点に対し
ては，計算機を援用するなどして具体例を多
数計算し，期待される不等式の具体的な形を
予想し，それを証明するという順で考察を進
める．また，２重点や３重点については標準
特異点解消などの強力な手段を用いた帰納
法を援用することによって，基本種数を考慮
した形の不等式の形を模索する．研究の進捗
状況に応じて適宜，予想に修正を加え標準サ
イクルの鎖連結成分分解を用いて最終的な
証明を与える． 
 
（３）副産物を含めて，得られた研究成果は
国内外で開催される研究集会やセミナーで
発表するとともに，学術論文等にまとめて公
表する．研究を遂行するために，既存の，或
いは研究費で購入する学術図書によって関
連諸分野の知識を十分に蓄える．また，国内
外旅費を有効に活用して，各地の研究協力者
と直接会って議論を交わす．また，関連する
国内外の研究集会に参加して，積極的に資料
収集にあたる． 
 
 
４．研究成果 
（１）まず，3 変数のブリスコーン型多項式
で定義される2次元超曲面特異点をはじめと
する具体的な特異点に対して，標準サイクル
やヤオ・サイクル，極大イデアルサイクルと
いった例外集合にサポートをもつ種々のサ
イクルを考察し，その鎖連結成分への分解を
観察することによって特異点の諸性質を解
析し，基本種数を固定した際の不等式の形を
探った． 
また，標準サイクルの自己交点数と算術種数
の間に成立する基本的な不等式である小山
の不等式において，その下限をとり基本種数
が２の特異点に対して，標準サイクルの鎖連
結成分への分解を用いて，幾何種数の上限を
評価した．また，その埋込み次元や重複度を
ある程度満足できる形で記述することにも
成功した．ここでは，基本種数２の場合の特
殊性，すなわちヤオ・サイクルの長さが特異
点の算術種数を与えている点が重要であっ
た．この事実も鎖連結成分分解を用いて証明
される． 
 
（２）さらに，２重点および巡回型２次元正
規３重点に対するネーター型不等式を示し
た．この種の特異点には，「標準特異点解消」
という強力な研究手段を活用することがで

きる．すなわち各ブローアップのスッテプ毎
に不変量の変化を分岐因子である平面曲線
の特異点の重複度を用いて記述し，帰納的な
議論にのせることが可能である．超楕円曲線
束やトリゴナル曲線束に対するスロープ不
等式から，成立すべき不等式の形を類推した
後に，標準サイクルの自己交点数と幾何種数
の間に成立する不等式を，基本種数を考慮に
入れた形で証明することができた．これは２
重点および巡回型３重点に対するスロープ
不等式と呼ばれるべき不等式であり，この場
合のダーフィー予想の再証明を導く．実際，
基本種数が２以上の場合には，われわれの２
重点に対するスロープ不等式は泊昌孝氏が
与えた不等式のある種の精密化となってい
る．また，われわれの不等式は，Persson や
足利が一般型代数曲面を多数構成する際に
用いた特異点に付随する「特殊化ベクトル」
の傾きの概念を抽出し精密化したものとも
言える． 
さらに，得られた不等式を用いて，正規６次
曲面のうち標準曲面であるもののもつ特異
点に対して強い制限を加えることができた
のも著しい成果のひとつである． 
 
（３）研究期間中には一般の 2次元正規特異
点に対する不等式は得られなかったが，本研
究を通して示された 2重点や巡回型 3重点に
対するネーター型不等式を基にすれば，一般
の場合を予想しそれを解決する方向で研究
をさらに進展させることが可能である．大域
的な曲面論への更なる応用も待たれる． 
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