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研究成果の概要（和文）： 
まずたくさんの数値例に対して、A. Nickel による非可換 Brumer 予想が成立すること

を確かめた。今まで知られている定理が適用できないような数値例で、非可換 Brumer 予
想、非可換 Brumer-Stark 予想が成立する例をたくさん構成した。次に、非可換拡大に含
まれる可換拡大の Brumer 予想および Brumer-Stark 予想と、非可換 Brumer 予想・非可
換 Brumer-Stark 予想との関係を調べた。このことにより、特にある種の条件をみたす 2
面体拡大の場合に、非可換 Brumer-Stark 予想のやや弱い版が多くの場合に成立すること
がわかった。 
 
研究成果の概要（英文）： 

We verified the non-commutative Brumer and Brumer-Stark conjectures by A. Nickel for 
various numerical examples for which one cannot apply the known theorems. We also 
studied the relationship between the non-commutative Brumer and Brumer-Stark 
conjectures and the commutative Brumer and Brumer-Stark conjectures of the 
sub-extensions. Using this, we verified a weak version of these conjectures especially for 
dihedral extensions satisfying some properties. 
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１．研究開始当初の背景 
 
従来、非可換拡大の数論と言うと、類体論

の非可換化のことであり、Langlands 予想に
かかわるさまざまな領域が主題であった。し
かしながら、類体論の基となった円分体、
Abel 体の整数論には、類体論によって代数
体に拡張できていない対象物も多い。たとえ
ば、円単数、Gauss 和、Stickelberger の定
理、類体の具体的構成などである。この研究

の背景にあるのは、Bloch Kato 予想の一般化
である非可換同変玉川数予想の観点から、以
上のような円分体の整数論特有の対象物を
非可換拡大に一般化しようということであ
る。特に、A. Nickel によって最近定義され
た非可換 Fitting invariant を中心として、
イデアル類群のような数論的対象物を、非可
換拡大上で Galois 加群として考え、その構
造について非可換 Galois 群の作用をこめて
研究したいと考えた。 Burnsと Johnston は、
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論文[1]において、Stickelberger 元の類似を
非 可 換 拡 大 の 場 合 に も 考 え 、 通 常 の 
Stickelberger の定理と比べると弱い形では
あるが、イデアル類群を消す元をゼータ関数
由来の Stickelberger 元から構成した。また、
A.Nickel は非可換 Fitting invariant とい
うものを定義して、総実代数体上の abel 拡
大のイデアル類群の Fitting ideal に関する 
Greither の結果を一般化した。以上のよう
な最近の新しい結果をふまえて、このような
非可換 Galois 拡大の現象を一般的、統一的に
解明していきたいと考えた。 
 もちろん、円分体における古典的対象物を
非可換拡大に一般化するなどという都合の
よいことがうまくいくはずがない、というこ
とが最初に思い浮かぶ。しかしながら、Burns 
Johnston の論文  [1] では、Stickelberger 
元の類似を非可換拡大の場合にも考え、しか
も通常の Stickelberger の定理と比べると
弱い形ではあるが、イデアル類群を消す元を
ゼータ関数由来の Stickelberger 元から確か
に構成している。一方、論文 [2] において、
A.Nickel は非可換 Fitting invariant とい
うものを定義して、総実代数体上の abel 拡
大のイデアル類群の Fitting ideal に関する 
Greither の結果を一般化した。両者共にイ
デアル類群を消す群環の元を構成している。
このように、Gauss, Kummer の後を受けて
証明された有名な Stickelberger による古
典的定理の非可換類似が弱い形ではあるが、
最近証明されているのである。しかしながら、
なぜこのようなことが成立するのか、という
解析はまだ十分になされていない。古典的
Stickelberger の定理は Gauss 和の素イデ
アル分解によって証明される。またこの定理
はイデアル類群のマイナス部分の定理であ
り、プラス部分類似には円単数が関係する。
そこで、上の非可換類似を詳しく解析するこ
とにより、Gauss 和や円単数などの非可換類
似を得たいと考えたのである。また、対象を
一般のモチーフに広げることにより、これら
の対象への一般化も得たいと考えた。 
[1] D. Burns and H. Johnston, A 
non-abelian Stickelberger theorem, 
Compositio Math. 147 (2011), 35-55.  
[2] A. Nickel, Non-commutative Fitting 
invariants and annihilation of class groups, 
Journal of Algebra 323 (2010), 2756-2778. 
 
 
２．研究の目的 
 

L/K を代数体の Galois 拡大、G をその
Galois 群とするとき、L のイデアル類群を 
G 加群としてみたときの様子を知ることが、
最初の目的である。特に、L 関数の値から構
成される群環の元で、イデアル類群を消すも

のあるいは Fitting invariant と関係するも
のを作ることが最初の具体的目的である。そ
して、これらを考えることにより、上にも述
べたように、Gauss 和や円単数の非可換類似
を考えたいと考える。また、Stickelberger の
定理の非可換類似を追及すること、Brumer 
予想、Brumer-Stark 予想の非可換版を研究
することが目的である。 

もう少し具体的には、非可換な G が作用す
るイデアル類群の G 加群としての様子を数
値例でいろいろと計算したいと考える。そし
て、イデアル類群を消す群環の元がどのよう
な単項イデアルからできているのか、すなわ
ち Gauss 和の非可換版について、具体例も
こめて詳しく解析したいと考える。また、L/K
に関する非可換 Brumer 予想および非可換 
Brumer- Stark 予想と、L/K の中間体の
abel 拡 大 に 関 す る  Brumer 予 想 、
Brumer-Stark 予想との間の関連を見つけ
たいと考える。最近証明された非可換岩澤主
予想との関係も探求する。代数的には、現在
の Nickel による Fitting invariant の定義
をもう少しわかりやすく計算しやすいもの
に改良できないかも研究する。多くの例を計
算し、なぜこのような定式化が必要なのか、
完全な理解を得たいと考える。 
また、K 上に定義された楕円曲線や Abel

多様体の L 上の Selmer 群の G 加群として
の様子についても研究する。さらには、モチ
ーフに伴う Selmer 群についても研究し、L
関数の値から作られる群環の元によって消
えること、Fitting invariant との関係につい
ても研究する。 
 
 
 
３．研究の方法 
 

この方面の世界の専門家達(Nickel, Burns, 
Greither, Johnstonら)であっても、具体的
な数値例はあまりたくさんは持っていない。
そこで、上記のように、多くの計算を行い、
数値例もこめてたくさんの実例を考えるこ
とにする。また非可換 Galois 拡大の場合を
考えるときに、Abelな部分拡大との関係を
明らかにしていく。このように、具体的な
手につくことから研究を始めていくことに
する。また、この方面で最近著しい成果を
挙げている A. Nickel 氏あるいは D. Burns
氏あるいは C. Greither氏を日本に招聘し
て、研究を推進いていくというのが当初の
計画であった。実際に、A. Nickel氏とは
2012年 8月に Heidelbergで討論することが
できた。また、D.Burns氏とは 2012年 3月
に London で討論することができた。また、
C.Greither氏を 2013年 3月に日本に招聘し
て、この研究を推進することができた。 



４．研究成果 
 
まずたくさんの数値例に対して、非可換

Brumer 予想が成立することを確かめた。
Nickelの定理が適用できない数値例で、非可
換 Brumer予想、非可換 Brumer-Stark予想が
成立する例をたくさん構成した。 
慶應義塾大学大学院理工学研究科の学生

である野村次郎君を加えて活発な研究を行
った。非可換拡大に含まれる可換拡大の
Brumer 予想と、非可換 Brumer 予想との関係
を調べた。このことにより、非可換拡大に対
しても、非可換 Brumer 予想のやや弱い版が
多くの場合に成立することを確かめた。より
正確には、弱い版の非可換 Brumer 予想およ
び非可換 Brumer-Stark 予想は、(G がある種
の条件をみたすとき)部分 Abel拡大の Brumer
予想および非可換 Brumer-Stark 予想に帰着
できることが分かった。このことから、G が
位数 4pの 2 面体群のとき(p は奇素数)、また
一般 4 元数数群のときに、(ある種の条件の
もと) 弱い版の非可換 Brumer 予想および非
可換 Brumer-Stark 予想を確かめた。この方
法による証明が今までの Nickel や Burns の
定理と異なるのは、岩澤主予想を使わず、類
数公式だけから結論を得ている点である。こ
のことにより、mu不変量などについての岩澤
理論的仮定はつける必要がない。次に、もっ
と一般のモチーフに対応する L関数の予想に
置き換えると何が起こるかについても研究
し、楕円曲線や Abel 多様体の Selmer 群と L
関数についても研究した。 
このような有限非可換群についての性質

は、射影極限に走れないものもあり、そのこ
とから非可換岩澤主予想では零化域がうま
く使えないということがわかった。また、可
換の場合ではあるが、岩澤加群の Fitting イ
デアルが今までは完全には決められていな
かった場合、特に Galois 群が巡回群×Zp で
ある場合に、岩澤加群の Fitting イデアルを
完全に決定できることがわかった。 
なお、チャレンジ性の高い内容の研究であ

ったため、研究開始当初の目標を十分に達成
できたとは言い難い状況ではあるが、今後の
研究活動に生かしていくことができると考
えている。 
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