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研究成果の概要（和文）：カンドルの概念を一般化するバイカンドルと対称カンドルについて研究を行った。バイカン
ドルの定義の見直しを行い、幾何的により自然な形の公理を導き出した。バイカンドル上に仮想結び目とねじれ仮想結
び目に対応する２種類の構造を導入し、与えられたカンドルから新たにバイカンドルを構成する方法も与えた。簡単で
効率的にバイカンドルを構成することができる。対称カンドルの表示法に関する研究を行い、高次元の多様体結び目の
基本対称カンドルの表示をダイアグラムから求める方法を得た。

研究成果の概要（英文）：As generalizations of a quandle, we studied biquandles and symmetric quandles.  Th
e notion of a biquandle was re-defined by a system of axioms, and two additional structures, called T-stru
cture and V-structure, were introduced. These structures are related to virtual knots and twisted virtual 
knots. We also gave a method of constructing a biquandle from a given quandle. By the method, one can easi
ly and effectively construct many biquandles.  Presentation of a symmetric quandle was studied, and a meth
od of obtaining a presentation of the fundamental symmetric quandle of a manifold knot was introduced.

研究分野：

科研費の分科・細目：

数物系科学

キーワード： トポロジー　カンドル　結び目　バイカンドル　対称カンドル　高次元結び目　仮想結び目

数学・幾何学



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景  
 カンドル (quandle) は、代数や幾何の様々
な対象（Artin 群、ルート系、ブレイド群、
結び目、対称変換など）を扱う際に自然に現
れている。1982年に D. Joyceと S. Matveev
がカンドルの演算公理を、結び目理論のライ
デマイスター変形と対応するように明確に
与え、結び目の研究に有効であることを示し
た。その後、R. Fenn, C. Rourkeによるカン
ドル表示の詳細な研究や、J. S. Carterらに
よるカンドルのホモロジー理論を用いた結
び目不変量が登場し、古典次元の結び目のみ
でなく、４次元空間内の曲面の結び目などの
研究にも盛んに利用されている。カンドルホ
モロジーのチェインを仮想結び目のダイア
グラムを用いて表すことができることも知
られており、仮想結び目の研究にも利用でき
る。 
 研究代表者は、カンドルに「対称構造」
の概念を導入し、対称構造を込めた基本カ
ンドル（結び目の基本対称カンドル）を定
義し、対称カンドルの鎖複体とそのホモロ
ジー群を使って結び目の不変量を構成して
いた。 
 
２．研究の目的 
 カンドルは、ある公理系を満たす２項演算
をもつ集合であり、代数や幾何における具体
的な現象の中で重要な役割を担っている。R. 
Fenn, C. Rourke によりカンドルの生成元
と関係式による表示法が確立された。当研究
代表者は J. S. Carter, M. Saitoらと共にカン
ドルホモロジー論を導入し、その応用として
結び目や４次元空間内の曲面がつくる結び
目（曲面結び目）の state sum 不変量を構
成した。本研究ではカンドルで構築された理
論を「バイカンドル」および「対称カンドル」
などに一般化することを目指す。 
 
３．研究の方法 
 バイカンドルや対称カンドルのようにカ
ンドルの上位構造と付加構造に焦点を置い
て、カンドルとそれに関する理論を一般化す
る。 
 カンドルの３つの公理は結び目ダイアグ
ラムの３つの基本変形（ライデマイスター
変形）に対応している。仮想結び目は、結
び目のダイアグラムに仮想交点という新た
な情報を持つ交差を許したもので、カンド
ルやその一般化であるバイカンドルを研究
する上でとても重要な対象である。さらに
近年、仮想結び目のダイアグラムにバーと
呼ばれる線分を追加したねじれ仮想結び目
の概念が登場した。ねじれ仮想結び目は向
き付け不可能な曲面上の結び目ダイアグラ
ムの安定同値類に対応する概念である。こ
れらの幾何的な対象を用いることで、逆に
カンドル・バイカンドルの付加構造の研究
を行う。 
 バイカンドルを拡張する形で「仮想バイカ

ンドル」を定義する。仮想交点に対応する２
つの演算をライデマイスター変形をモデル
にして新たに導入する。これによってバイカ
ンドルを拡張する形で「仮想バイカンドル」
を定義する。 
 仮想結び目は曲面上のバンドル内の結び
目に対応している。そのため向き付け不可能
な曲面上のバンドル内の結び目を用いて、
「ねじれバイカンドル」にカンドルの概念を
拡張する。 
 向き付け不可能な曲面結び目や高次元の
多様体がなす結び目の対称カンドルを扱う
ために、生成元と関係式による表示法を構築
する。 
 
４．研究成果 
当研究では、次の３つについて成果が得られ
た。 
（１）バイカンドルの定義の見直し 
（２）バイカンドル上の新しい構造 
（３）対称カンドルの表示法 
 
（１）バイカンドルの定義の見直しを行い、
結び目及び仮想結び目の交差に対応する幾
何的により自然な形の公理を導き出した。こ
れまでバイカンドルを定義する方法はいく
つか知られているが、それらの間の関係を明
瞭に示した文献はあまりなく、今回それに関
係する補題をいくつか構成したので、今後の
バイカンドルの研究で有用となる。我々のバ
イカンドルの定義（公理）は、バイカンドル
上に新たな構造を導入する際にも利用しや
すい。 
 
（２）仮想結び目の仮想交点に対応するバイ
カンドル上の構造（V 構造）とねじれ仮想結
び目のバーに対応する構造（T 構造）を導入
した。仮想結び目が向き付け可能な曲面の上
で展開される結び目理論であるのに対して、
ねじれ仮想結び目は、向き付け不可能な曲面
も許した一般の曲面における結び目理論で
ある。（曲面の裏返しを表す記号がバーであ
る。）ねじれ仮想結び目の基本変形をうまく
選び出すことによって、V 構造を伴ったバイ
カンドルの上に構成された高次の構造がT構
造である。さらに、与えられたカンドルから
新たにバイカンドルを構成する方法を与え
た。その特別なケースである「標準積構成法」
は、簡単で効率的にバイカンドルを構成する
ことができる。また、この方法は（ある都合
のいい写像を見つけることで）V 構造と T 構
造も同時に生成できる特徴がある。これによ
って、今後仮想結び目やねじれ仮想結び目の
研究にバイカンドルを利用しやすくなる。 
 
（３）生成元と関係式による対称カンドルの
表示法に関する研究を行った。多様体結び目
（ユークリッド空間内の向き付け可能性を
仮定しない余次元２の部分多様体）に対して、
ダイアグラムからその基本対称カンドルの



表示を求める方法が得られた。 
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