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研究成果の概要（和文）：本研究の目的は，写像や多様体の不変量を，より大きな枠組みで新たな観点から定式化する
ことであった．そこで，様々な特異点や特異ファイバーの分類毎にVassiliev複体を考え，不変量の研究を進めた．そ
して境界付き3次元多様体から平面への安定写像の特異ファイバーの完全な分類を得ることに成功した．また特異ファ
イバーに対するVassiliev複体のコホモロジー群を計算し，新しい同境不変量を発見した．さらにこうした特異ファイ
バーの研究を多値関数のデータ可視化へ応用し，データに内在する微分位相幾何的特徴抽出に使えることを明らかにで
きたことは大きな成果の一つである．

研究成果の概要（英文）：The purpose of this research project was to formulate invariants of manifolds and 
maps from a new viepoint using a universal framework. For this, we considered Vassiliev complex for each c
lassification of singularities or singular fibers and studied their invariants. Furthermore, we completely
 classified singular fibers of stable maps of 3-manifolds with boundary into the plane. We then calculated
 the cohomology groups of the associated Vassiliev complex and discovered new cobordism invariants. Moreov
er, we applied this kind of study to the visualization of multivariate data, and we showed that this kind 
of techniques can be very useful for clarifying differential topological features of a given set of big da
ta.
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１． 研究開始当初の背景 
René Thom は著書「構造安定性と形態形
成」において，与えられた C∞級多様体間の 
C∞級写像全体がなす無限次元空間 

V = C∞(M,N) 
の中の分岐集合，特にその滑層分割
(stratification) の研究の重要性を強調して
いる．この研究指針は，まず写像の特異点の
局所理論（写像芽空間・ジェット空間）にお
いて豊かな成果に結びついた（1970～80 年
代）．写像の大域的問題においては，関数空
間 C∞(M,R)を扱った Cerf 理論（その発展形
の Igusa理論）や，Vassilievによる写像空間
C∞(S1,R3)の分岐集合と結び目不変量の研究
（1989 年）が顕著な成功例として挙げられ
よう． 
 
２．研究の目的 
本研究では，上述のような理論進展の背景
を踏まえた上で，特異点の分類理論と研究代
表者・分担者の今までの研究成果を下敷きに
して，写像空間の滑層分割のトポロジー・組
合せ論の一般論を展開し，今まで定式化でき
ていなかった高次の Vassiliev 型不変量や，
一般次元の多様体の有限型不変量を新たな
観点から定式化することにあった．さらに，
曲面の可視化や映像理論，DNA 結び目解析
への具体的応用に向けた足がかりを築くこ
とも目的の１つであった． 
より具体的には以下が目的であった． 

(1) V = C∞(M,Rn)の分岐集合の解析，構造安
定写像の高次 Vassiliev 型不変量の一般
論の展開 

(2) Pontrjagin–Thom 構成を通して多様体
の有限型不変量を定式化，既存の量子不
変量等との関係を明確化 

(3) 微分同相群 Diff+M の表現空間としての
V = C∞(M,Rn)の研究 

(4) 可微分写像のトポロジーの，図形認識問
題（映像理論）への応用，DNA結び目の
解析への応用 
 
３．研究の方法 
以下に述べる Vassiliev 複体とスペクトル
系列の手法に基づき，Vassiliev型不変量の定
式化に関する検討を進める． 

Mm, Nnを C∞級多様体，V = C∞pr(M,N)を固
有な C∞級写像の空間としWhitney位相を入
れる．AM,N := Diff M×Diff Nとおき，Vへの
作用を(σ,τ) · f := τ ◦ f ◦σ−1で定める．f ∈ V 
が C∞構造安定写像であるとは，軌道 AM,N · f 
が Vの開集合であるときをいう．(m, n) がい
わゆる nice dimensionsのとき，構造安定写
像全体は V の稠密な開集合となる (J. 
Mather)．この場合，構造不安定な写像全体
は（無限次元の）余次元 1“判別超曲面”Γ
を形成する．さらに，有限確定特異点の分類
により，余次元によるフィルトレーション 
Γ = Γ1 ⊃ Γ2 ⊃ · · · ⊃ Γk ⊃ · · · ⊃ Γ∞ 
が自然に入り，特に開集合の増大列 U = {V 

−Γk}k を得る．このフィルターに関するスペ
クトル系列を考える．無限次元 Frechet多様
体 Vに対する Alexander双対性(J. Eells)を
経由して，その E1-項の部分加群として局所
的な特異点型（あるいは特異ファイバーのタ
イプ）αで名前付けられた strata Γαで生成さ
れるものをA-多重芽に関するVassiliev複体
と呼ぶ： 

0 → C1(A) →C2(A) →· · ·→Cs(A)→· · · 
準同型 ιA : H∗(C(A)) → H∗(V;Z)を次の合成
射とする：Hs(C(A)) → Es,02(U) → Es,0∞(U) → 
Hs(V,V −Γ) → Hs(V). 特にH∗(V) = 0 の場合，
Hs(C(A)) → H~s−1(V −Γ) が構成できる．s = 1
の場合，この像の元を構造安定写像 f : M → 
N の局所次数 1 不変量と定義する．例えば，
(m, n) = (2, 2)のときH1(C(A))は Z上階数 3
の自由 Abel 群であり，局所次数 1 不変量全
体は，Q上で構造安定写像 fの cuspの個数，
double fold の 個 数 ， 特 異 値 曲 線 の
“Bennequin 型不変量”で生成される
(Aicardi–Ohmoto)． 
なお，上で述べた ιAの構成は，同変コホモ
ロジーH∗

A(V;Z)に値を取る形にできる．特に
N = Rnの場合，Vは可縮であるから，微分同
相群のコホモロジーへの対応を得る： 

ιA: H∗(C(A)) → H∗
A(V;Z) = H∗(B Diff M;Z). 

今，多様体 X上のMをファイバーにもつ C∞ 
束 ξ : E → Xから自明束 F=Rn ×Xへのファイ
バーを保つ写像 f : E → Fを考えよう．特異
点型 α ∈ Cs(A) に対して，fを genericに取
れば，α(f) = { x ∈ X | fx : Ex≅M → Rnは特
異点型 αを有する}は，余次元 s局所閉部分多
様体である．その閉包が代表するコホモロジ
ー類 Dual [α(f)] ∈ H∗(X;Z)はファイバー束
の特性類 ιA([α])(ξ)に他ならない．例えばMが
有 向 閉 曲 面 の 場 合 ， Morita–Miller– 
Mumford 類のこのような特異点型による表
示が知られている (Saeki–T.Yamamoto, 
Ohmoto)．この種のアプローチで Eの面白い
整係数特性類を見出せるか考察してゆく． 
 高次 Vassiliev 型不変量の定式化に関して
は，手始めに特異点の A-分類が比較的よく研
究されている(m, n) = (2, 3), (2, 2)の場合にお
いて考察を進め， Goryunov 不変量や
Aicardi–Ohmoto 不変量（共にある種の
Bennequin型不変量）の一般化を考えてゆく．
さらに，ファイバー束の特性類に関する検討
を理論化してゆく． 
また，一般次元の多様体の Vassiliev 型不
変量を，Thom空間MOへの写像のなす空間
の有限型不変量として定式化する．これには
特異点の分類やスペクトル系列の計算が威
力を発揮することが大いに期待される．特に
ホモロジー3 球面の場合に詳しく調べ，既存
の Ohtsuki 不変量等との関係を重点的に研
究する． 
さらに，以上の研究の工学等の他分野への
応用について検討を始める．閉曲面から平面
への構造安定写像M2 → R2の輪郭線，すなわ
ち特異値集合の位置解析は，自然な射影を通



した曲面 M2 ⊂ R3 → R2の視覚化（映像理
論）において応用上意味がある．Vassiliev型
不変量の観点においても，Computer Vision 
Theory や PDE の研究者(Polini–Bellettini 
等)により，輪郭線の Aicardi–Ohmoto次数 1 
不変量の具体的計算プログラミングおよび
応用がなされている．こうした応用面に明る
い研究者との研究交流や，応用・理論にまた
がった基本的な学術文献の整備が求められ
ており，本研究においてそれを実行する．  
 
４．研究成果 
本研究の目的は，写像空間の滑層分割のト
ポロジー・組合せ論の一般論を展開し，今ま
で定式化できていなかった，写像や多様体に
対する高次の Vassiliev 型不変量や，一般次
元の多様体の有限型不変量を，新たな観点か
ら定式化することであった．さらに，曲面の
可視化や映像理論，DNA 結び目解析への具
体的応用に向けた足がかりを築くことも目
的の１つであった．そのためまず，Vassiliev
複体とスペクトル系列の手法に基づき，
Vassiliev 型不変量の定式化に関する検討を
進めた．具体的には，様々な特異点や特異フ
ァイバーの分類毎に Vassiliev 複体を考え，
研究分担者である大本亨，山本卓宏の協力の
もと，次数 1不変量の研究を進めた．さらに
国内外の研究者との交流・連携を進めた．具
体的には，山本稔と球面の裏返しの特異点論
的表現法について，映像理論との関連も含め
て議論を行い，一定の成果を収めた． 
特に高瀬将道とは，スペシャル・ジェネリ
ック写像という特異写像のはめ込みリフト
について研究を進め，微分トポロジー的手法
を駆使することにより，余次元 1のはめ込み
リフトが存在するため条件を，値域の次元が
小さい場合に完全に決定することができた．
これは，古典的な Smale-Hirsch によるはめ
込み理論を初め，はめ込み・埋め込みのなす
空間のトポロジー，位相的はめ込みと可微分
はめ込みのなす空間の関係，球面の裏返し，
球面の可微分構造，球面の微分同相群，球面
への自由群（Schottky群）作用等々，微分ト
ポロジーの種々の対象が交錯する大変興味
深い結果である．こうした研究については結
果ももちろん大事ではあるが，その手法が斬
新であることから，当該分野に与えたインパ
クトには大きなものがあると言える． 
また Blanlœil と特異点のまわりに現れる
結び目の同境について研究し，その手法がよ
り一般の exactな絡み目の状況にも拡張でき
ることを示した．また，ある種の擬斉次多項
式の重みが同境不変であることを示すこと
にも成功した．また，多様体上の多様体束を
考え，その上の可微分写像の特異点を用いて，
多様体束の特性類の定式化を目指すため，特
異ファイバーの研究も進めた． 
さらにブラジルの Hiratuka との共同研究
で，一般的な写像の Reeb 複体が三角形分割
可能であることを示し，応用としていくつか

のオイラー標数公式を得た．また，可微分写
像の正則値の逆像は多様体となるが，その各
成分がゼロ同境となるかどうかについて調
べ，Reeb 複体の最高次元ホモロジー群が消
えれば，そうした逆像はすべてゼロ同境とな
ることを，上記の三角形分割可能定理の応用
として示した． 
さらに，境界付き 3次元多様体から平面へ
の安定写像の特異ファイバーの分類を山本
卓宏の協力のもと進め，完全な分類を得るこ
とに成功した．境界付き多様体上の安定写像
についての研究はこれまでにほとんどなく，
さらにその特異ファイバーについての研究
は，境界の近傍で非特異である場合など，限
られた場合にしかなかった．今回の結果はそ
ういった意味で，当該分野に与えた影響が大
きい．またその応用として，特異ファイバー
に対する Vassiliev 型複体のコホモロジー群
を計算し，ある種の同境不変量を発見した．
境界付き多様体上の写像に対するこうした
同境，あるいは同境不変量の研究はこれまで
にまったくなく，今回の結果はそういった意
味で大変貴重で意義のあるものである．さら
にこうした特異ファイバーの研究を多値関
数のデータ可視化へ応用し，データに内在す
る微分位相幾何的特徴抽出に使えることも
明らかにできた．このことは本研究の大きな
成果の一つである． 
 今後はこうした萌芽的研究の成果，そして
具体的な成果には未だにつながっていない
けれども，これまでになかった新しい視点，
観点をもとに，可微分写像の構造安定性と形
態形成の研究を発展させてゆく． 
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