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研究成果の概要（和文）：有限体上のグレブナー基底を中国剰余定理により貼り合わせて有理数体上のグレブナー基底
を計算する際に、全次数ごとにまとめて変換することで変換コストが下げられることを発見した。
入力イデアルが非斉次の場合にグレブナー基底候補がグレブナー基底であること示すために、有限体上での生成関係式
を未定係数に置き換えて得た線形方程式を有理数体上で解くことにより生成関係式を計算する方法を考案し、実装した
。巨大な方程式を有限体上でいったん解いた情報を用いて小さくすることで、解が一意となり、Hensel構成が適用でき
、効率よい求解が可能になった。

研究成果の概要（英文）：We found that the cost of integer-rational number conversion in the procedure for
computing Groebner bases over the rationals by combining modular Groebner bases by Chinese remainder theor
em can be reduced by converting all the polynomials with the same degree together.
In order to show the correctness of a Groebner basis candidate, we developed an algorithm which computes a
n exact generating relation for each element in the candidate. We first compute a generating relation over
 a finite field. Then we replace the coefficients with variables to obtain a huge system of linear equatio
ns. By using the information obtained by solving the system over the finite field, we can reduce the size 
of the system and the solution is made unique. Then we can apply Hensel lifting for solving the system and
 we can efficiently solve the system.
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１． 研究開始当初の背景 
 

グレブナー基底計算は近年急速に実用性を
増してきているが、有理数体上の計算を厳密
に行うと係数膨張などの困難を生じる。これ
を避けるために、必ずしも結果の正当性を保
証しないが、多くの場合正しいグレブナー基
底が得られるような実装を用いることは時
として有効である。たとえば、イデアル分解
計算など、候補による計算結果が別の方法で
チェックできる場合には、グレブナー基底候
補自身の正当性チェックは必ずしも必要で
はなく、候補を高速に生成できることは、実
用上重要である。一方で、数学的な定理の証
明などにグレブナー基底を用いる場合、計算
した結果がたしかに入力されたイデアルの
グレブナー基底であることを保証する必要
がある。しかし、広く用いられているソフト
ウェアである Maple, Magma などにおいて
は、その出力が単なるグレブナー基底候補で
あることを明示していない。このようなソフ
トウェアは本来数学的な事実の保証に使う
ことはできないが、知らずにそのような主張
をしている論文も見受けられる。 
 
 
２．研究の目的 
 
(１)正当性を必ずしも保証しないが高速にグ
レブナー基底候補を計算できるアルゴリズ
ムを開発する。さらに、研究代表者らが開発、
公開している計算代数システム Risa/Asir 上
に実装し、その内部を明らかにしたうえで公
開する。それにより、ユーザはブラックボッ
クス化されたプログラムを使わずに済み、数
学的事実の検証のための厳密な実装と、実験
のための確率的な実装をユーザの意思で使
い分けることができる。 
 
(2) 分散並列計算の応用可能性を検討、実装
する。中国剰余定理を応用するグレブナー基
底計算は自明に並列化できるが、実際に行っ
てみると、必ずしも台数効果が得られない場
合が多い。これを克服するために、実装上の
工夫を随所で行う。また、イデアル分解アル
ゴリズムは、得られた分解候補の正当性が、
イデアルの交わりが元のイデアルと等しい
ことを示すことで保証できるため、必ずしも
各ステップでのグレブナー基底の正当性が
必要でない。この特性を生かして、新しいタ
イプの並列計算方法を模索する。 
 
(3)得られたグレブナー基底候補が実際にグ
レブナー基底であることを効率よく示す方
法を研究、実装する。本研究の最初の目的は
グレブナー基底候補の高速生成であったが、
その後に発表された、正当性の保証に対する
誤った論文の定理の改良に関連して、正当性
保証をモジュラー計算で行うという方向性
が見えてきた。この方法を発展させて、新し

いグレブナー基底候補の検証法を開発する。 
 
３． 研究の方法 

 
(1) モジュラー計算の応用 
有理数体上のグレブナー基底候補を計算す
る上で最も有効と考えられる方法は、有限体
上のグレブナー基底を中国剰余定理により
貼り合わせて、係数を有理数に引き戻す方法
である。この方法について、真に効率的な方
法を模索し、実装する。 
 
(2) F4 アルゴリズム実装の効率化 
グレブナー基底計算法として、現在最も有効
と考えられる F4 アルゴリズムについて、
Risa/Asir 上の実装をさらに効率化する。こ
の実装中で、簡約計算など下位レベルの計算
の効率化を行う。 
 
(3)グレブナー基底候補の検証方法の開発 
モジュラー計算で得たグレブナー基底候補
が、入力イデアルのグレブナー基底であるこ
とを確認するための方法について研究し、
Risa/Asir 上に実装する。 
 
(4)並列計算の応用 
すでに、Risa/Asir には OpenXM と呼ばれる
分散並列計算を行うためのメカニズムが装
備されている。有限体上の結果の貼り合わせ
をはじめとして、並列化可能な部分は多く存
在するが、研究の進展に応じてさらに多くの
部分に並列化を適用し、実時間での高速化を
目指す。 
 
４．研究成果 
 
以下で述べる研究成果は、ごく最近のものを
除いてすべて Risa/Asir に実装され、 
 
http://www.math.kobe-u.ac.jp/OpenXM/ 
 
から入手可能である。 
 
(1) モジュラー計算によるショートカット 

ある有限体上での Buchberger あるいは
F4アルゴリズムの実行において必要にな
った S ペアのリストを用いて、その他の
有限体上での実行の無駄を省く方法を実
装した。 

 
(2) 中国剰余定理の適用における最適化 

有限体上のグレブナー基底を貼り合わせ
て有理数体上のグレブナー基底候補を求
める際、整数有理数変換を行う必要があ
るが、この場合に、分母が推測できれば
変換の手間が少なくてすむ。これまでは、
すべての係数に対する操作を逐次的に行
い、分母をインクリメンタルに更新して
いく方法だったが、多項式の全次数ごと
に変換を行い、分母は全次数が変わるご



とにリセットする方法を考案した。これ
により、変換の効率が格段に向上した. 

  表は、著名なベンチマーク問題である
cyclic -9のグレブナー基底候補生成を、 

  ここで述べたリセットあり/なしで行っ
た結果を示す。Worker 数は並列計算に用
いたプロセッサの個数である。リセット
ありの計算は、プロセッサ数が少ないに
も関わらず、実計算時間が大幅に短縮さ
れていることがわかる。 

 
 
(3)グレブナー基底候補の検証法の研究 

横山和弘氏（立教大学）との共同研究に
より、非斉次のグレブナー基底候補の正
当性が、有限体上でのある saturation 計
算で得られる整数 k に対する斉次化変数
のベキ t^k を、もとの生成系の斉次化に
添加した生成系から計算するグレブナー
基底から判定できることを示した。得ら
れた定理は次の通りである。 
 

 
(4)グレブナー基底候補の生成係数の計算 

(3)で述べた方法が適用できない場合に
各グレブナー基底候補を入力多項式集合
から生成する係数を計算することで直接
示す方法を考案した。具体的には、有限
体上の計算で得た、有限体上での生成係
数の係数を未定係数に置き換えて得られ
る有理数体上の線形方程式系を解く。こ
の際、いったん有限体上で解いてみるこ
とで、０にできる係数をすべて０にする
という方法で、方程式のサイズを格段に
小さくすることができる。また、解が一
意化することで、有理数体上での求解に
Hensel lifting を用いることができる。 
この方法により、数年来の懸案であった、
物理学に由来するあるグレブナー基底候
補の正当性検証に成功した。得られたア
ルゴリズムは以下の通りである。 
このアルゴリズムにより、10 か月間計算
しても計算が終了しなかった生成関係式
の計算が１日半程度で終了するようにな
り、問題のグレブナー基底候補が実際に
グレブナー基底であることを示すことが
できた。 

 

(5)並列計算の応用 
グレブナー基底の正当性検証においては、
与えられた多項式集合が、自身が生成す
るイデアルのグレブナー基底になってい
ることを示す必要がある場合が生じる。
この計算は、多数の多項式の、この多項
式集合による剰余がすべて０であること
を示す計算で、明らかに並列化できる。 
この計算を並列化して台数効果が得られ
ることが示せた。例として、斉次化
cyclic-9 のグレブナー基底候補のチェ
ックを 1CPU で行うと４か月程度かかる
が、これを２６CPU で 10 日程度で行うこ
とができた。また、整数計算ライブラリ
GMP を導入することで、各剰余計算も数
倍程度高速化した。たとえば、ベンチマ
ーク問題 McKay のグレブナー基底計算は
１CPU で 360 秒から 100 秒へ、ilias13 は
600秒から250秒へそれぞれ短縮された。 
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