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研究成果の概要（和文）：３次元空間内の，２種類以上の円の連続族を含む曲面はある５階非線

形偏微分方程式系で完全に特徴づけられる事を示し，その極めて複雑な方程式の具体形を与え

た．その応用としてこのような曲面を分類するパラメータの数の上限評価を与え，最終的には

５個の１変数関数に対する代数的な５階非線形常微分方程式の有限系に帰着する事を示した． 
 
研究成果の概要（英文）：We succeeded in describing the surfaces in R^3 which include 
several continuous families of circles completely by some systems of nonlinear partial 
differential equations of order 5. We gave explicitly the very complicated form of this 
system of equations. Further, as applications, we obtained an upper estimate of the number 
of parameters classifying those surfaces, and a reduction of this system to a finite system of 
algebraic ordinary differential equations for 5 unknown functions of one variable. 
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１．研究開始当初の背景 
3 次元ユークリッド空間内の滑らかな閉曲面
で，各点を通る 2 種類以上の円を含む球でな
い曲面としてトーラス(4 種類)，Blum cyclide
（６種類）などが知られていた．東京学芸大
学の竹内伸子教授はこのような極めて偶然
性の高い曲面に大学院生時代から興味を持
ち，各点に７種類以上の円の族を含む閉曲面
で種数，すなわちドーナッツ面のように穴の
数が１以下の曲面では球面以外にありえな
い事を１９８０年代に証明していた．しかし
そのような従来の幾何学に基づく研究では
基本群やホモロジー群など曲面の大域的性
質を利用して候補となる曲面をしぼり込む，

という方法しかなく，このような曲面を直接
導き出す数学的理論が存在なかった．しかし
平成２２年度頃からの竹内教授との共同研
究でこのような曲面を表す関数が 2 変数 5 階
の非線形偏微分方程式系を満たすことを発
見した．しかしこの方程式系は大変複雑な長
い数式で与えられていたため，応用のために
はこの方程式系のより短い表現を得る必要
性や，条件式の必要十分性などを示す必要が
あった． 
  
２．研究の目的 
上記背景で述べたような，幾何学からの古典
的な問題として２種類以上の円弧の連続な



族を含む曲面（必ずしも閉曲面とは限らず，
曲面片にまで一般化して考える）をすべて決
定する事．またその決定につながる，微分方
程式を基礎とする，なるべく直接的でわかり
やすい理論を開発すること．さらに解析学の
立場からは５階非線形偏微分方程式系の珍
しく，かつ重要な実例ということでその解析
を通じて偏微分方程式の新たな理論を作る
こと． 
 
３．研究の方法 
（１）既に得ていた５階偏微分方程式系は極
めて長い数式であるのでそのままでは大変
扱いづらかった．そこで， 
①方程式系のより短い表現を得る， 
②この複雑な方程式系の信ぴょう性を担保
し，応用しやすくするため，数式処理プログ
ラムの形で表現する， 
などの方法によりこの方程式系を扱い易く
する． 
 
（２）方程式系が多種の円弧の連続族を含む
ために必要十分であることを示す． 
 
（３）円弧の族を２種含む場合の方程式系の
解のなす空間の決定．少なくとも有限次元性
とその次元の上下からの評価． 
 
（４）円弧の連続族を６種含む場合は既に知
られている cyclides に限るかどうか方程式
系と数式処理を使って調べる．またその結果
をもとに２種の場合の解の構造をより詳し
く調べる． 
 
４．研究成果 
（１）研究方法の（１），（２），（３）につい
ては，２３年度中にほぼ初期の予想通りの成
果を得た．すなわち 
①まず A4 版で４頁ぐらいに及ぶ１つの５階
偏微分方程式を，曲面を定義する関数の微分
階数の順に重みをつけて並び替え，同類項を
手計算で注意深く集めてまとめることによ
り約２頁半ぐらいの式に短縮することがで
きた．同時に導出した方程式の検算や応用を
容易にするため，数式プログラムで表現し， 
下記のホームページからダウンロードでき
るように公開した． 
 
②方程式系が円弧の連続族を含む曲面であ
ることの必要十分条件であることを示した． 
特に方程式系が円弧の連続族を含むための
十分条件であること示すことが難しく，登場
するいくつかの未知関数の間に成立する可
積分条件のようなものを発見することによ
り解決できた． 
 
③この種の曲面のもっとも広いクラスであ

る，円弧の族が２種類の曲面の場合には解の
空間が有限次元であり，高々２１次元である
ことを示した．実際微分方程式系は２連立と
なるが準線形解析的楕円型方程式系となる
ことから解は解析関数となる．また解析関数
であることと２連立であることを使って解
は考える点での８階までの微分係数で決定
されることがわかった．さらに詳しい解析に
より８階までの微分係数に係る２１個のパ
ラメータのみで解が決定されることを示し
た． 
 
④以上は円弧の連続族を複数含む，という曲
面に関する研究であるが曲面上の指定した
１点において最大いくつの個別の円弧が通
りうるか，という問題も幾何学的に重要であ
った．実際竹内教授はこのような見地から種
数が１以下の閉曲面では臍点と呼ばれる点
以外ではその数は６以下であることを示し
た．本研究に先立つ竹内教授との共同研究で
もまず曲面の種数に条件を付けずにこの数
の上限を評価することから始まったが，４階
微分可能な曲面に対して基本多項式と呼ぶ
変数 T の１０次多項式 Z(T)を新たに導入す
ることにより円弧の存在が Z(T)=0 の実数解
T に対応していることがわかった．本研究で
はこれを使って曲面上の非臍点を通る円弧
または線分の最大数は１０以下であること
を示した．ただしこれは１０次多項式だから
すぐ実数解１０以下で円弧の数が１０以下，
というわけではない．実際色々退化するケー
スでは別のことで円弧の数が増える可能性
があり１２通りのケースを丹念に調べ，いず
れの場合も円弧または線分の総数が１０以
下であることを示す必要があった．また，こ
の１０という数はベストポシブルであるの
かどうか，という問題もある．実際初期の予
想では Z(T)=0 の実数解は常に高々６であろ
うと予想していた．しかしこの問題を，実係
数をもち，係数の間にいくつかの関係式と不
等式をみたす１０次多項式の問題，として捉
え直すことにより，数式処理プログラムを使
って，互いに異なる０でない１０個の実数解
をもつ場合があることを突き止めた．これは
対応する曲面がその点を通る１０個の円弧
を含むということを必ずしも意味するわけ
ではない．しかし少なくともその点を通る１
０個の円が存在して各円はその点からの距
離の４次のオーダーより近い距離でその曲
面の近くに存在している事が示せた． 
 
以上の結果は論文（１）とその短い解説（２）
の中で公開されている． 
 
（２）方法（４）に沿っての研究において，
曲面を定義する関数の考えている点での３
階微分係数がすべてゼロである，という付加



的な条件下で予想通りの成果を得た．すなわ
ち６種類の円弧の連続族を含みさらに若干
の生成的な条件をみたす曲面は cyclide に限
ることを示した．結果は論文（３）に含まれ
ている．この証明は（１）で得た偏微分方程
式の細かい項にわたる情報を，数式処理によ
って処理し，得ることができた．しかし直接
数式処理にかけると６元６連立の数式係数
の１次方程式系を解く必要があってそれは
普通のパソコンでは処理できないレベルの
ものであった．しかし形の特殊性をうまく使
って極めて短い計算で結論を得ることがで
きることに気づき，計算を実行することがで
きた．また関連する計算においても直接の数
式処理では結論が出ないものが多く，大幅な
工夫を要した． 
 
（３）２４年度始めには偶然発見したサウジ
アラビアの Pottman 教授らがインターネッ
ト上で公開した論文により２種の円弧の連
続族を含む，cyclide でない曲面の例を知り衝
撃を受けた．実はそれまでは結局フランスの
数学者 Darboux が２０世紀初めに定義した，
cyclide と呼ばれる，特殊な形の３変数４次式
で表される代数曲面しかないのではないか，
と予想していたからである．この衝撃により
対応する２連立偏微分方程式系のより深い
構造解析が必要であることを痛感した．実際
２連立の偏微分方程式系のままでは解空間
の決定が極めて難しく，解を構成する方法は
冪級数展開による方法しか思い当たらなか
った．しかしここで従来避けてきた円の族を
含む曲面を表すのに１変数関数５個を使う，
構成的な表現があるがこれを１つの円の族
に対して使えるのではないか，というアイデ
アに行き着いた．このときもう一つの円の族
を含むことは我々が得た５階偏微分方程式
を使えばいい．ただ通常考える３次元空間内
の円を表す構成的な表現では中心の位置や
円を含む平面の法線ベクトル，半径などを与
え，三角関数を使って３次元の座標を与える．
しかしその方法では表現が複雑になるだけ
でなく，三角関数という非代数関数が入るこ
とによるデメリットが大きい．そこで（２）
の成果を得る際，具体例の計算で威力を発揮
した，円周の有理関数による表示に行き着い
た．これらのアイデアと方程式系を微分方程
式ではなく，T に関する代数方程式と考える，
というアイデアを使って最終的に５個の１
変数未知関数に対する多項式型５階常微分
方程式の有限系へ帰着される事を示すこと
ができた．これに関する論文は投稿中である．
ただし結果はあくまで理論的証明であって
具体的計算となると膨大な数式処理が必要
になり，２種類の円弧の族を含むすべての曲
面の決定など，最終結論を得るためにはいく
つも克服すべき困難がある．  
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