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研究成果の概要（和文）：移流拡散方程式により記述されるモデルは典型的な質量輸送構造を持ち, 非局所相互作用系
の一つとして理解される. 本研究では2次元・3次元の半線形移流拡散系の解の大域的挙動を研究し加えて退化型移流拡
散方程式の弱解の大域的挙動を明らかにした. ことに空間変数2次元の場合に時間大域的な解の振る舞いを初期条件の
総質量が対応する臨界型Sobolev不等式の最良定数である8 pi によって分類されることを, 空間遠方の付加条件なしに
証明した. また非線型分散型問題と類似の解の大域構造を臨界指数のあいだの指数について分類した. これにより大域
的変分構造が非線型分散型のそれと類似していることを明らかにした.

研究成果の概要（英文）：Models described by drift-diffusion equations having a typical mass transport 
structure, it is understood and classified as one of the non-local interaction system. In this research, 
we consider the global behavior of the solution to a semi-linear drift-diffusion system in two and 
three-dimensional cases. In addition, we also study a system of degenerate drift-diffusion equations and 
make it clear the global behavior
of the weak solution. Furthermore, we find the global structure of the solutions are quite similar to the 
one of the nonlinear disspersive equations and between the critical exponents, we classified the global 
behavior of the solution and find the threshold value of the global existence.

研究分野： 実解析学・応用解析学

キーワード： 移流拡散方程式　質量輸送問題　非局所的相互作用　非線形偏微分方程式論　時間大域解　有限時刻爆
発　不等式の最良定数　閾値
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１． 研究開始当初の背景 
  スモルコフスキー・ポアソン方程式や移流拡散
方程式, 渦度を記述するナビエ・ストークス方程式
など, 非局所相互作用を持つ問題では系の挙動
が空間遠方の解の性質により大きく影響される。 
ことに移流拡散方程式に代表される保存系の初期
値問題の研究は, 半導体の物性理論、数理生物
学の動力学、あるいは天体物理における大規模古
典力学系の平均場モデルとして個別に現れ、非局
所性という特徴的性質が、これらのモデルの様々
な多様性と普遍的を誘導し, 豊富な興味深い数理
を内包している。 
   
２． 研究の目的 
  問題の記述にはいくつかの形式があり、走化性
粘菌のダイナミクスのモデル、半導体素子設計に
おけるもっとも基礎的な方程式、ガス状星雲間の
重力相互作用を行う天体のダイナミクス中性子星
の収縮と崩壊におけるモデルといった生物学、物
理学、天文学の多様な問題と関連している。 
  質量輸送問題の一つとして非局所系のダイナミ
クスを理解し、そこに(準)完全可積分構造、特に非
線形シュレディンガー方程式で記述される構造が
背後に働いている可能性を探索することが主な目
的である。これまでの重要な成果として、これらの
系の安定性、不安定性が初期密度の総量すなわ
ち全質量によって分類できる場合があることが知ら
れていた。初期値の総質量がある敷居値を上回る
と、系は不安定となり、有限時間内に特異点を発
生して、その後の時間発展を許さなくなる。これは
タマホコリカビの例に照らせば、カビが胞子を作る
過程で密度が一定以上に達する必要があることに
対応する。本研究ではこうした非局所形における
解構造と非線形分散型方程式でみられる大域解
の存在閾値との関連を探索し、 解析学的に定量
的な評価を含む大域的な解の構造についての関
連性を探ることにある。 
   
３． 研究の方法 
  分担者と研究代表者が、各自独自の視点で研
究を進め密接に研究打ち合わせを行うことに加え
て、様々な研究集会に出席し情報を収集すること
により進める。また小規模のワークショップを開催し
て詳細な数学的証明の技法や背景、非線形分散
構造との関連性を検討する。 
 
４． 研究成果 
  研究代表者の小川は分担者の永井と共同で、 
２次元臨界型移流拡散方程式の全空間での初期
値問題に対して最小の空間遠方での重み条件の
下で、時間大域解の存在のための初期総質量の
閾値 8πを同定し、さらに閾値そのものの場合の時
間大域解の存在を示した。また分担者の永井は重
みを一切置かない場合の閾値以下の時間大域解
の存在を証明した。これらにより２次元ユークリッド
空間での初期値問題の大域的解の挙動は質量有

限の枠組みでほぼ完全に分類された。 
  一方、小川は協力者の小林孝行(阪大基礎
工)と共同で、圧縮性ナヴィエ・ストークス・ポアッ
ソン流から零緩和時間極限により移流拡散方程
式の主要部を取り出す特異極限を次元と断熱
指数に対するある仮定の下で示した。これにより
半導体モデルの流体力学モデルから半導体古
典モデルが厳密に得られることが高次元に対し
ても明らかになった。研究代表者の小川は、水
野将司(日大理工)と共同で、退化移流拡散方程
式の解のヘルダー連続性を証明し、質量臨界
指数を持つ退化ケラー・シーゲル方程式の時間
無限遠での漸近挙動と漸近形状がポーラスメデ
ィア型方程式の特解であるところのバーレンブラ
ット解に漸近収束することを、収束次数を含めて
証明した。 
  分担者の黒木場は２次元ユークリッド空間に
おける連立移流拡散方程式多成分系の時間大
域可解性と有限時刻での解の爆発を証明した。
関連して代表者の小川は分担者の黒木場と共
同で、同様の連立系に対する臨界重み付き空
間での可解性をブレジス・ガローエの不等式を
改良して証明した。また高次元の移流拡散方程
式系に対する有限時刻での爆発の十分条件を
与えた。また、小川は岩渕司(大阪市大理)、瓜
屋航太(東北大理)らと共同で非線形シュレディ
ンガー方程式の連立系の時間大域挙動におい
て質量共鳴による挙動の変化や時間局所適切
生について臨界空間を同定するなどの成果を
得た。 
  代表者の小川はソボレフ臨界指数を持つ移
流拡散方程式の時間大域的可解性と有限時刻
での爆発の臨界閾値をソボレフ臨界指数を持つ
非線形楕円型の特解(タレンティ解)により顕わに
与えた。また関連して中川和重(福島大共生シス
理工)らと共に退化移流拡散法方程式のソボレ
フ臨界と質量臨界のあいだの非線形指数に対
しても大域解の存在と有限時刻での爆発に対す
る閾値をハーディーリトルウッド・ソボレフの不等
式の最良定数を与える函数により決まる定数で
与えた。これは関連する非線形シュレディンガー
方程式における大域的変分構造とほぼ同一の
構造を移流拡散系が保つことを示したことにな
る。 
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