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研究成果の概要（和文）：古典力学的状態の発展の演算子であるリウビル演算子の固有値問題に基づいて、古典的非可
積分系の解析的な分析を行った。本研究では、非可積分系の典型的な例として小惑星・太陽・木星の制限三体問題に着
目し、小惑星の分布において観測されている縞構造について、量子力学で発展してきた数学的手法を用いて定量的な解
析を行った。小惑星と木星の公転周期が簡単な整数比になる共鳴点において摂動論を適用し、リウビル演算子の固有値
問題の近似的解析解を求めた。またこの解を用いて小惑星分布の縞構造の時間発展を評価したところ、数千年という時
間スケールで縞構造が現れることが判明した。

研究成果の概要（英文）：We have analyzed a non-integrable system in terms of the eigenvalue problem of the
 Liouville operator (the Liouvillian) that is the generator of motion in classical mechanics. We focus on 
the restricted three-body problem that consists of  an asteroid, Sun, and Jupiter as one of the typical no
n-integrable systems. By using the degenerate perturbation theory which has been developed in quantum mech
anics, we can analyze the resonance effect in the distribution of asteroids. We have obtained the approxim
ate solutions of the eigenvalue problem of the perturbed Liouvillian at one of the resonance points where 
the ratios of the period of Jupiter to that of an asteroid are expressed by simple integers. These solutio
ns indicate that the time scale of the formation of the striped pattern in the asteroid distribution is ra
ther short in the order of thousand years.
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１．研究開始当初の背景 
 
(1) 物理学の歴史上、非可積分系がはじめて
認識されたのは、制限三体問題においてであ
る。制限三体問題とは、互いに重力を及ぼし
あって相互作用している３つの物体の運動
（一般の三体問題）について、３体の運動を
同一平面内に限るなどの制限を設けて簡単
化したものである。この問題は古い歴史をも
ち、オイラー、ラグランジュ、ヤコビなどの
偉大な科学者達が挑戦したが、最終的にポア
ンカレがこの系は原理的に解くことができ
ないこと、すなわち非可積分系であることを
示した。この制限３体問題の具体的な例の一
つが、太陽・小惑星・木星からなる系での小
惑星の運動を求める問題である。 
 
(2) 一方で、火星と木星の軌道の間に数多く
存在する小惑星の分布には縞構造が見られ、
「カークウッドの隙間」と呼ばれる小惑星が
ほとんど存在しない領域があることが、１０
０年以上前から知られている。この隙間は、
木星の公転周期とその位置にある小惑星の
公転周期の比が、２：１、３：１、５：２の
ような簡単な整数の比となるところにある。
そのため、これらの隙間が木星との共鳴効果
により生じているのは、定性的には明らかで
ある。しかしながら共鳴点における木星の効
果の定量的な解析は、その共鳴特異性のため
困難であり、これまで小惑星の運動は、主に
数値計算や半解析的な手法によって分析さ
れてきた。 
 
(3) 通常古典力学の解析では、ハミルトンの
運動方程式を用いて、位相空間内の「軌跡」
を分析することが多い。しかしこの他に、位
相空間内の点の集合を考え、その分布関数と
いう運動の「状態」に着目して解析を行う方
法もある。この古典力学的状態の時間発展を
記述する基本方程式はリウビル方程式と呼
ばれる。リウビル方程式にはリウビル演算子
という偏微分演算子が含まれ、リウビル方程
式の解析はリウビル演算子の固有値問題の
解析に帰着する。このリウビル演算子の固有
値問題という新しい角度から、古典的非可積
分系の解析を行うことにより、これまでにな
い新しい知見が得られることが期待される。 
 
２．研究の目的 
 
(1) 古典力学の少数自由度の非可積分系を、
リウビル演算子の固有値問題に基づいて、量
子力学で発展してきた固有値問題の数学的
手法を使って、解析的に分析する。 
 
(2) 非可積分系の具体的な例として太陽・小
惑星・木星からなる制限三体問題を考え、小
惑星の分布に現れる縞構造を、リウビル演算
子の固有値スペクトルの観点から説明し、さ
らに固有値問題の解を用いて定量的な解析

を行う。 
 
(3) 太陽・小惑星・木星の制限三体問題に限
られることなく、もっと一般的な非可積分系
の性質についても解析的・定量的に分析する。 
 
３．研究の方法 
 
(1) リウビル演算子の固有値問題に基づいて、
分布関数という古典力学的な状態に着目し
て解析を行う。 
 
(2) 古典的リウビル演算子の固有値問題に対
して、量子論的な解析手法を用いて、系統的
な近似を行って定量的に解析する。リウビル
演算子の固有値問題による古典系の解析は、
ハミルトニアンの固有値問題となる量子系
の解析と、さまざまな点で数学的類似性を持
っている。そこで、量子力学の解析で発展し
てきた数学的手法を、古典系の解析に適用す
る。 
 
(3) 本研究において中心的な役割をはたす近
似手法は、量子力学でよく知られている縮退
がある場合の摂動論である。この手法を用い
ることにより、非摂動系で状態が縮退し共鳴
特異性がある場合でも、定量的な解析を行う
ことが可能となる。 
 
４．研究成果 
 
(1) 木星と小惑星の公転周期が簡単な整数比
となる共鳴点において、非摂動リウビル演算
子の固有関数が多重に縮退していることを
見出した。 
 本研究の対象である太陽・小惑星・木星の
制限三体問題では、以下のような条件を仮定
している：３体は同一平面内を運動し、小惑
星の重力が他の２体に及ぼす影響は無視で
き、木星は太陽のまわりを円運動する。ここ
で太陽をまわる小惑星という２体問題が非
摂動系で、木星の重力が摂動である。 
 ハミルトニアンを Delauney 変数と呼ばれ
る正準変数で表すと、非摂動ハミルトニアン
は一般化運動量のみで表される。このとき、
非摂動ハミルトニアンとポアソン括弧で定
義される非摂動リウビル演算子の固有値問
題は、簡単に解くことができる。その固有値
は小惑星の軌道長半径の関数として得られ、
固有関数は一般化座標である角変数に関す
るフーリエ基底となる。 
 木星と小惑星の公転周期の比が簡単な整
数比となる各共鳴点において、非摂動リウビ
ル演算子の固有値を調べると、固有関数が多
重に縮退していることが判明した。すなわち
固有値問題の観点からみると、共鳴点とは、
無限個の固有関数が同じ固有値をもつ点で
ある。 
 
(2) 量子力学で用いられる縮退がある場合の



摂動論を適用し、共鳴点における木星の摂動
の効果を議論した。 
 縮退がある場合の摂動論に従って、非摂動
リウビル演算子の固有状態を基底にとって、
摂動項の固有値問題を考える。通常の量子力
学の場合には、固有値問題に現れる行列の要
素は数であり、固有値は代数方程式の解とし
て求まる。しかしここで扱っている古典力学
では、行列の要素に一般化運動量に関する微
分演算子が含まれる。そのため解くべき固有
値問題の方程式は、連立した偏微分方程式と
なる。 
 一般の場合にこの方程式の解を求めるの
は困難であるため、小惑星が描く楕円軌道の
離心率は小さいと仮定し、また共鳴点におけ
る縮退が３重であると仮定し、近似的微分方
程式を導出してその解析を行った。 
 その結果、公転周期の比が２：１である共
鳴点において、偏微分方程式の解析解の表式
を得ることに成功した。一般に共鳴点におけ
る固有値方程式は２種類の運動量に関する
偏微分方程式となるため、任意の共鳴点にお
ける解を求めるのは難しい。しかし２：１共
鳴の場合には、変数分離が可能であり、２つ
の常微分方程式に帰着させることができる
ため、解析解を得ることができる。 
 ここで、共鳴点における多重縮退を３重縮
退として扱うことは、小惑星の離心率が小さ
いという前提のもとで、小惑星の分布に主要
な寄与をする成分に関して、妥当な近似とな
っていることを確認している。 
 
(3) 木星と小惑星の公転周期の比が２：１で
ある共鳴点において、木星の摂動に関する固
有値問題の解を具体的に求め、それらを用い
て分布関数の時間発展の評価を行った。 
 ここで扱っている固有値問題は、共鳴点に
おいて縮退がある場合の摂動論に基づいて
導かれたものである。そのため、固有関数は
共鳴点に局在したものでなければならない。
またリウビル演算子のエルミート性からも、
固有関数に関する境界条件が得られる。これ
らの条件から、ゼロ固有値以外の固有値の絶
対値には下限があることを示した。すなわち
リウビル演算子の固有値スペクトルにはバ
ンド・ギャップが現れることがわかった。こ
のバンド・ギャップの大きさは、小惑星分布
の隙間の大きさに対応していると考えられ
る。 
 また２：１共鳴点において得られた固有値
および固有関数の具体的表式を用いて、適当
な初期条件を与えた分布関数の時間発展の
計算を行った。この計算により、はじめ共鳴
点に存在していた小惑星の分布関数は、振動
を伴って減衰し、数千年のオーダーで消滅す
ることを示した。 
 
(4) 木星の離心率は 0.05 程度であり、その楕
円軌道の効果が小惑星の運動に影響を及ぼ
している可能性がある。そのため制限三体問

題を拡張し、木星が楕円軌道を描くことを考
慮して定式化を行った。 
 木星が円軌道を描く場合は回転座標系に
変換することでハミルトニアンの時間依存
性は除去できるが、楕円軌道の場合、摂動ハ
ミルトニアンは不可避的に時間の関数とな
ってしまう。そこでフロケの定理を共鳴点に
おける木星の摂動に関する固有値問題に適
用して、時間に依存しないフロケ・リウビル
演算子の固有値問題の具体的な表式を導い
た。 
 
(5) 現在のところ得られている研究成果は、
すべて太陽・小惑星・木星の三体問題に関す
るものであり、当初の目的の一部であった他
の非可積分系の解析については具体的な結
果は得られなかった。今後は本研究で得られ
た成果を生かして、他の非可積分系について
も同様に解析を行いたい。例えば、今回の小
惑星と類似した問題として、土星の輪に現れ
る多数の隙間の問題がある。この場合、土星
の複数の衛星の存在がどのような影響をも
たらすのか興味深い。 
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