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研究成果の概要（和文）：Lindblad と Rodnianski による時空間評価を一般化し、零条件を満たす非線形項を持つ三
次元波動方程式系の初期値問題を考察した。微分型非線形項を持つ熱方程式の初期値問題をベゾフ空間とトリーベル・
リゾルキン空間を用いて考察した。ド・ジッター時空において非線形クライン・ゴルドン方程式、および、その非相対
論的極限として得られるシュレディンガー方程式のエネルギー解を構成した。特異性のある重みを持つルベーグ空間に
おいて Moser-Trudinger 不等式の最良定数を示し、指数関数型非線形項を持つクライン・ゴルドン方程式の初期値問
題へ応用した。

研究成果の概要（英文）：The space-time estimates by Lindblad and Rodnianski were generalized, and the 
initial value problem was considered for the system of wave equations with nonlinear terms which satisfy 
the null conditions in three spatial dimensions. The initial value problem was considered for heat 
equations with derivative nonlinear terms in Besov spaces and Triebel-Lizorkin spaces. The energy 
solutions of the initial value problem were constructed for nonlinear Klein-Gordon equations in the de 
Sitter space-time, and nonlinear Schroedinger equations derived by its nonrelativistic limit. The best 
constant of the Moser-Trudinger inequality was shown in Lebesgue spaces with a weight which has a 
singularity, and it is applied to the initial value problem for nonlinear Klein-Gordon equations with 
nonlinear terms of exponential type.

研究分野： 関数方程式論
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１．研究開始当初の背景 
次の(A)から(E)までの各背景を基に研究課
題を設定した。(A) Keel, Smith, Sogge が
示した時空間評価(以下、KSS 評価と書く)は、
非線形波動方程式の初期値問題への応用に
おいて大域解と長時間解を与え、長時間解の
存在時間も正確に求まるという点で画期的
であり、Sogge と Metcalfe を中心として活
発に研究されている。(B) アインシュタイン
方程式の大域解の研究は Christodoulou, 
Klainerman に始まり Lindblad, Rodnianski 
の研究に至って開拓的な進展が見られ、波動
方程式論に基づいて大域解の存在が示され
た。(C) 非線形偏微分方程式の物理的応用で
は空間に障害物があり、その外側で初期値問
題を解くという外部問題であることも多い。
非線形波動方程式の外部問題については KSS 
評価を使った Metcalfe, Sogge  による大域
解と長時間解についての研究以降、彼等を中
心に大きな進展を見せている。(D) 代表者は
べき乗型非線形項を持つ波動方程式と分散
型方程式に対して Hs 理論と呼ばれるソボレ
フ空間における初期値問題の統一的解法を
示した。Hs 理論の一部である指数関数型非線
形項についての理論は代表者らによって初
めて示され、現在では Ibrahim と Masmoudi 
を中心として境界値問題も扱われている。
(E)クーロンポテンシャルや逆二乗型ポテン
シャルは特異性のある重みの付いた非線形
項として一般化される。この非線形項を持つ
偏微分方程式の初期値問題を考察するには 
Moser-Trudinger 不等式などの拡張が必要
になる。 
 
２．研究の目的 
次の各課題を設定し、その解決に取り組んだ。
(A)波動方程式と分散型方程式の時空間評価
を研究し、非線形方程式の初期値問題へ応用
する。KSS 評価の更なる整備と一般化を行う。
(B)アインシュタイン方程式に関連する曲空
間における計量を考察し、その計量の下で非
線形波動方程式の初期値問題に取り組む。
(C)非線形波動方程式と非線形分散型方程式
の外部問題におけるKSS評価を構成すると共
に、長時間解および大域解を構成する。(D) 
べき乗型非線形項を持つ複素ギンツバー
グ・ランダウ方程式を中心に、低次ソボレフ
空間での大域解と長時間解の存在証明に取
り組む。 (E)特異性のある重みの付いた非線
形項を持つクライン・ゴルドン方程式とディ
ラック方程式の初期値問題の適切性理論を
構成する。 
 
３．研究の方法 
(A)波動方程式については Du, Zhou による
時空間評価を含んだ形で KSS 評価の拡張を
行う。分散型方程式については Kenig, Ponce, 
Vega による評価を出発点として対数型の補
正項が付いた時空間評価を構成する。 (B) 
曲空間における KSS 評価の構成を目指した 

Alinhac の結果は、解の空間減衰に強い仮定
が必要であり、非線形問題において長時間解
を扱うのが難しいため、エネルギー法におけ
るモーメントの改良により、KSS 評価を構成
する。(C) 波動方程式の解に対する 
Lindblad の各点評価はローレンツブースト
を使用するため伝播速度の異なる波を扱う
のが難しいが、この困難を KSS 型評価と回
転微分作用素と Klainerman-Sobolev 不等
式の使用により克服を試みる。また、非線形
項が発散形式の場合に波動方程式の持つ微
分位相構造の違いを用いて解の存在を示す。
(D) 指数関数型非線形項の評価について、ソ
ボレフの埋蔵定理の破綻を克服するために、
二重対数型不等式を用いて未知関数のルベ
ーグノルムをヘルダー連続性により制御す
る方法を考察する。(E)特異性のある重み付
き非線形項を扱うために、Caffarelli-Kohn 
-Nirenberg 不等式を用いた初期値問題の適
切性理論を構成する。 
 
４．研究成果 
以下、(1) などの数字は下記〔雑誌論文〕に
おける数字に対応する。 
(1)Lindblad と Rodnianski による重み付
きエネルギー評価を一般化して、標準的零条
件を満たす非線形項を持つ三次元波動方程
式系の初期値問題における時間大域解の存
在定理を示した。全空間での存在定理は 
Sideris, Tu (2001) により示され、外部問
題での存在定理は Metcalfe, Sogge (2005) 
により示されているが、それらの簡易な別証
明を示した。 
(2)微分型非線形項を持つ熱方程式の初期値
問題をベゾフ空間とトリーベル・リゾルキン
空間を用いて考察し、尺度不変性の議論に基
づいて小さい時間大域解の存在を示した。ナ
ヴィエ・ストークス方程式とケラー・ジーゲ
ル方程式に応用し、初期値問題の大域適切性
を考察した。 
(3)非線形波動方程式の初期値問題を空間一
次元において考察した。非線形項の零条件を
光錐に沿った接微分を用いて考察し、非線形
項の接微分の指数に応じて、非線形波動方程
式の解の存在時間を評価した。応用として、
零条件を満たす非線形波動方程式の存在時
間を考察した。 
(4) ド・ジッター計量を持つ空間における非
線形クライン・ゴルドン方程式の初期値問題
におけるエネルギー解を考察した。非線形項
は冪乗型、および、指数関数型のものを考察
した。Yagdjian (2012) による先行結果はエ
ネルギー解、および、1次元空間を扱えない
ものであったが、本論文では両方ともに扱え
る。空間膨張による消散効果をエネルギー評
価の観点で明示した。 
(5)特異性のある重みを持つルベーグ空間に
おいて Moser-Trudinger の不等式の最良定
数を考察した。更に、最良定数を持つ不等式
が成り立つ最小化関数の存在も示した。また、



最良定数を持つ Gagliardo-Nirenberg 型不
等式も示した。 
(6)特異性のある重みを持つルベーグ空間に
おいて Moser-Trudinger 不等式の最良定数
を考察した。応用として指数関数型非線形項
を持つクライン・ゴルドン方程式の初期値問
題を考察し、エネルギークラスでの時間局所
解、および、保存則が成り立つ場合の時間大
域解の存在を示した。 
(7)原点において特異性のある非線形項を持
つ消散型波動方程式の初期値問題を考察し、
エネルギークラスで時間局所解と小振幅時
間大域解を構成した。方程式がデフォーカス
である場合に、エネルギー保存則を用いて適
度に大きな初期値に対する時間大域解を構
成した。 
(8) ド・ジッター計量を持つ空間で、非線形
クライン・ゴルドン方程式の初期値問題にお
けるエネルギー解について解説した。非線形
項は冪乗型、および、指数関数型のものを考
察した。 
(9) 局所消散項を持つ非線形波動方程式の
外部問題を考察した。障害物は三次元空間で
コンパクトなものとする。零条件の仮定の下
で大域解を構成した。異なる伝播速度を持つ
場合も考察した。 
(10)ド・ジッター空間における非線形シュレ
ディンガー方程式の初期値適切性問題に対
して、空間膨張のもたらす消散効果について
解説した。 
(11)ド・ジッター空間における非線形シュレ
ディンガー方程式の初期値適切性問題を考
察し、冪乗型非線形項を持つ場合の時間局所
解の存在時間について考察した。 
(12) ド・ジッター空間において非線形の場
の方程式の非相対論的極限として得られる
非線形シュレディンガー方程式に対して、ソ
ボレフ空間における初期値問題の適切性を
考察した。空間膨張が果たす消散効果を明ら
かにし、エネルギー評価において擬共形変換
に類似する性質が見られることを指摘した。 
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