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研究成果の概要（和文）：固体材料の共鳴周波数を計測・逆解析することで、その材料の持つ二次弾性定数を決定する
方法を超音波共鳴法という。本研究では、超音波共鳴法の基礎理論を非線形弾性体へ拡張するとともに、Ritz法に基づ
く数値解析を行った。その結果、非線形弾性体の共鳴振動が従来の点群・既約表現ではなく、カラー対称性を備えた磁
性点群によって記述されることを明らかとした。また本理論を応用すれば、共鳴周波数の圧力依存性の実験計測とその
逆解析によって、原理的にはほぼ全ての独立な三次弾性定数が決定できることを明らかとした。これらの成果は、本研
究の主目的である非線形超音波共鳴法の基礎理論の完成を意味している。

研究成果の概要（英文）：The second-order elastic constants (SOECs) of a solid can be determined from 
free-vibration acoustic resonance (FVAR) frequencies of the medium. This method, called resonant 
ultrasound spectroscopy, is the state-of-the-art technique for measuring the SOECs. The aim of this study 
is to generalize the theory of FVAR so as to determine the third-order elastic constants (TOECs) in 
addition to SOECs. First, we developed the theory of nonlinear FVAR for two-dimensional isotropic medium. 
It revealed that there exists a new type of vibration symmetry, called the colour symmetry, in nonlinear 
FVAR modes. We also revealed that the vibration modes can be classified on the basis of magnetic point 
groups rather than conventional irreducible representations of a point group. We then developed 
quasilinear FVAR theory for three-dimensional and anisotropic elastic medium. Numerical analysis revealed 
that nearly the entire TOECs can be determined from pressure dependence of FVAR frequencies.

研究分野：弾性理論、固体力学、材料科学

キーワード： 超音波共鳴法　弾性定数　非線形弾性理論　固体力学
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１．研究開始当初の背景 

 全ての固体材料は固有の振動数，いわゆる
共鳴周波数を有している．直方体形状に切り
出した単結晶材料の共鳴周波数を超音波スペ
クトル計測実験によって測定し，得られた周
波数を線形共鳴振動理論を用いて逆解析すれ
ば，その固体材料の持つ全ての独立な二次弾
性定数𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙を決定することができる．この方
法は超音波共鳴法（Resonant Ultrasound 

Spectroscopy: RUS 法）と呼ばれており，現
行の二次弾性定数計測法の中でも特に優れた
方法として広く認知されている． 

 RUS 法は，これまで様々な金属・セラミッ
クス材料の弾性定数計測に用いられてきたが，
この方法で計測される弾性定数は二次弾性定
数𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙に限られており，三次以上の高次弾性
定数を計測することは原理的に不可能であっ
た．これは，共鳴周波数の逆解析に用いる線
形共鳴振動理論の構成式に線形近似（線形弾
性理論）が用いられていることによる．換言
すると，この理論では三次弾性定数を用いる
ことなく共鳴周波数を計算している．線形近
似のもう一つの弊害は，客観性公理の破綻で
ある．良く知られているように，全ての物理
量はその値が観測座標系に依らず不変である
こと，いわゆる客観性公理を満足することが
求められている．ところが，線形弾性理論の
構成式は客観性公理を満たしておらず，した
がって従来の線形共鳴振動理論が描く共鳴振
動現象もまた，客観性公理が破綻している．
それでは，この理論の客観性を回復させるこ
とで得られる本来の共鳴振動現象には，従来
の近似理論では表現することのできなかった
本質的な相違点が現れるのだろうか？ 

 これらの問題を解決するためには，約 1 世
紀前にレイリー卿と数学者リッツによって構
築された従来の線形共鳴振動理論を，非線形
共鳴振動理論として一般化する必要がある．
ところがこのような視点からの研究はこれま
でのところ全く行われていない．固体材料の
共鳴振動は，バイオリンの弦やピアノ線の共
振，お寺や教会の鐘の音などに代表されるよ
うに，私達の身の回りにありふれた物理現象
である．それにも関わらず，その実体は未だ
に十分には理解されていない． 

 

２．研究の目的 

 上記の問題を根本的に解決するため，本研
究では，以下に示す二つの研究目標を設定す
る． 

(i) 従来の線形共鳴振動理論の構成式に幾何
学的非線形項を導入することで，客観性
公理の回復した非線形共鳴振動理論を新
たに構築する．更にその数値解析によっ
て，固体材料の共鳴振動現象の持つ本来
の性質を明らかにする． 

(ii) 従来の線形共鳴振動理論の構成式に幾何
学的非線形項と力学的非線形項を導入し,

更に準調和近似を併用することによって，
共鳴周波数から固体材料の三次弾性定数

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛の計測を可能とする新しい理論的
な枠組み（準線形共鳴振動理論）を構す
る． 

 従来，三次弾性定数𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛の計測には結晶
方位の異なる大型の単結晶試料が必要とされ
てきたため，この材料定数が計測されている
金属・セラミックス材料はごく一部のものに
限られてきた．本研究の遂行によって共鳴周
波数と三次弾性定数の関係が明らかとなれば，
従来の RUS 計測を応用することによって，こ
れまで計測が困難であった𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛の評価が容
易となり，力学原理に基づいた材料設計が推
進される． 

 

３．研究の方法 

 一般に，弾性理論には二種類の非線形性が
存在する．一つは幾何学的非線形性と呼ばれ
るもので，これはひずみテンソルを修正して
構成式の客観性を回復させる働きを持つ．も
う一つの要素は力学的非線形性と呼ばれてい
る．これは材料を構成する原子間相互作用の
非調和性を反映しており，その程度を表す材
料定数が三次弾性定数である．したがって，
固体材料の共鳴振動現象に客観性公理を回復
させ，その上で三次弾性定数を決定するため
には，上記二つの非線形性を同時に考慮する
必要がある．しかしながら，この解析では理
論が極めて複雑になる上に，数値計算のコス
トが膨大となるため現実的ではない． 

そこで本研究では，まずは解析の容易な二
次元モデルを採用して客観性公理のみを回復
させた非線形共鳴振動理論を構築し，これに
よって共鳴振動現象の持つ本来の特性を明ら
かにすることを目指した．解析には最小作用
の原理とリッツ法を用いる．最小作用の原理
とは，弾性体の運動エネルギー密度𝑇とひず
みエネルギー密度𝑊の時間・空間積分とし
て作用汎関数𝐼[𝑢𝑖]を次のように定義し，  

𝐼[𝑢𝑖] = ∫ ∫ (𝑇 − 𝑊)𝑑𝑉𝑑𝑡
Ω

.
2𝜋/𝜔

0

 

この汎関数が最小となる変位𝑢𝑖を求める方
法である．ここで弾性体の構成式はひずみ
エネルギー密度𝑊によって決定されるが，
本研究ではこの𝑊に幾何学的非線形項を導
入することで従来の理論を一般化している．
リッツ法はこの変分問題を解くための数値
計算法の一つである． 

後述するように，上記の解析によって非線
形共鳴振動に埋め込まれた新しい振動対称性
（カラー対称性）と，その集合が構成する群
構造（磁性点群）を明らかとすることができ
た．この性質と物性物理学で利用されている
準調和近似理論を併用して作り上げた理論が
準線形共鳴振動理論であり，これによって客
観性公理を満足し，かつ力学的非線形性を有
する，三次元弾性体の共鳴振動解析が可能と
なった． 
 
 



４．研究成果 
 まず初めに構築したのが非線形共鳴振動理
論である（発表論文②，⑤）．ここではまず，
この理論を用いて行った二次元モデルに対す
る数値解析結果を説明する．図 1 に示すのは
数値計算によって得られた非線形共鳴振動パ
ターン（A1

′ − 2モード）である．図中の(a)は
非線形共鳴振動そのものを表しており，(b)～
(e)はこの中に含まれる角振動数の異なる変
位成分である．換言すると，図 1(b)～(e)の総
和が図 1(a)である．（ただし，共鳴振動変位の
振幅は n 値に依存して大きく異なるため，変
位の表示倍率は各 n 値毎に適宜調整してい
る）．図において，(c)は(a)に含まれている調
和振動成分を表している．一方，(b)は n=0 の
静止成分，(d)は n=2 の二次高調和成分，(e)
は n=3 の三次高調和成分をそれぞれ表してい
る．(b)，(d)，(e)は何れも弾性体の幾何学的
非線形性によって発現した振動成分であり，
従来の線形共鳴振動理論では現れない本質的
な相違点となっている．次に共鳴振動の対称
性について考えると，(b)～(e)の各成分は全
ての時刻でA1対称性を有しており，したがっ
てその重ね合わせの(a)もまた全時刻でA1対
称性を持つ．この数値計算結果は，従来の点
群と既約表現に基づく対称性の予測結果と矛
盾しない． 
次に同様の解析をB1

′ − 2モードに対して行
った結果を図 2 に示す．ここで図中の(a)～(e)

は図 1 と同様の意味を有している．図を見る
と，n が奇数となる(c)と(e)についてはほぼ全
ての時刻において予想通りB1対称性が現れて
いるが，驚くべきことに，n が偶数となる(b)

と(d)で現れる対称性は全時刻においてA1対
称性である．すなわち，B1

′ − 2モードの共鳴振
動現象には，B1対称性とA1対称性という二つ
の対称性が，n 値のパリティ（偶奇性）に応じ
て交互に出現することになる．同様の解析を
B2

′モードおよびA2
′ モードに対しても行ったが，

結果はB1
′モードと本質的に同様で，前者はB2

対称性とA1対称性という二つの対称性が，後
者はA2対称性とA1対称性という二つの対称性
が，やはり n 値のパリティに応じて出現する
ことが明らかとなった． 

 

 

図 1: (a) A1
′ − 2モードの非線形共鳴振動．(b)

～(e)は(a)に含まれる変位成分を表しており，
それぞれ角振動数ωの係数が(b)𝑛 = 0，(c)𝑛 =
1，(d)𝑛 = 2，(e)𝑛 = 3に対応している（発表論
文③より）． 

 

 

図 2: (a) B1
′ − 2モードの非線形共鳴振動．(b)

～(e)は(a)に含まれる変位成分を表しており，
それぞれ角振動数ωの係数が(b)𝑛 = 0，(c)𝑛 =
1，(d)𝑛 = 2，(e)𝑛 = 3に対応している（発表論
文③より）． 

 

B1
′，B2

′およびA2
′ モードに見られた共鳴振動

対称性は，線形近似を用いた従来の線形共鳴
振動理論には現れず，そのためこれまで共鳴
振動対称性を記述してきた点群（既約表現）
では説明することができない．換言すると，
図 2 に現れた共鳴振動対称性は，客観性公理
の回復によって描き出された共鳴振動現象の
本来の姿であると考えられる．したがって，
この振動対称性の起源を合理的に説明するこ
とができれば，この物理現象の本質を理解し
たことを意味する．本研究では，群論に基づ
く数理的な立場からこの対称性解析を進めた
が，その結果辿り着いたのがカラー対称性を
備えた磁性点群である． 

磁性点群は，従来の点群に時間反転演算子
𝑇̂を導入してこれを一般化した群の概念であ
り，量子力学や素粒子物理学で使用されてい
る．ここではまず数学的な定義に従って磁性
点群を導入する．いま，解析の対象である二
次元弾性体が属する点群ℂ2vを位数 2 で剰余
類分解し，次に時間反転演算子𝑇̂を恒等操作𝐸
を含まない部分群にかけて両者の和を取ると，
次に示す 3 種類の群が導かれる． 

ℂ2v(ℂ2) = {𝐸, 𝐶2} + 𝑇̂{𝜎𝑥, 𝜎𝑦}, 

ℂ2v(ℂx) = {𝐸, 𝜎𝑥 } + 𝑇̂{𝐶2 , 𝜎𝑦}, 

ℂ2v(ℂx) = {𝐸, 𝜎𝑥 } + 𝑇̂{𝐶2 , 𝜎𝑦}. 
これらは何れも二色（白色と黒色）の磁性点
群と呼ばれており，𝑇̂{ ⋅ ,⋅ }により表された対
称操作がカラー対称性である．これに対して，
従来の点群ℂ2vは磁性点群の表記法では次の
ように表すことができる． 

ℂ2v(ℂ2v) = {𝐸, 𝐶2, 𝜎𝑥, 𝜎𝑦} 
これは単色の磁性点群と呼ばれている．これ



らの磁性点群に対して，演算子𝑇̂の定義する時
間反転軸を図 1，2 における𝑡 = π/ωに設定す
る．こうすると，数値解析を行った 4 つの非
線形共鳴振動モードの振動対称性は，それぞ
れここに挙げた 4 つの磁性点群（の持つ射影
演算子）によって完全に説明することができ
る． 

 この解析結果の妥当性について検討するた
め，本研究では Acoustic Overtone モデルとの
定性的な比較・検証を進めた． Acoustic 

Overtone モデルとは，分子振動現象に現れる
非線形効果を説明するために導入された群の
応用モデルである．詳細は省略するが，この
解析方法を用いて非線形弾性体の共鳴振動対
称性を解析した結果は，上記の数値計算結果，
および磁性点群による振動対称性の予測結果
と完全に一致することが明らかとなった．こ
の結果は，固体材料の共鳴振動現象の中には，
カラーと呼ばれる新しい振動対称性が含まれ
ること，またその対称性の集合が磁性点群と
呼ばれる群構造を持つことが確定されたこと
を意味している． 

 上記の理論と数値計算方法は，非線形共鳴
振動現象を正確に捉えることができる一方で，
その計算コストは膨大である．そのため，こ
の解析方法は二次元弾性体に限られており，
これを現実の三次元弾性体へと適用すること
は困難である．さらに，この理論では三次弾
性定数を評価するために不可欠な力学的非線
形効果が含まれておらず，したがってこの理
論を用いても，共鳴周波数から三次弾性定数
を決定することはできない．そのために新た
に作り直した理論が準線形共鳴振動理論（発
表論文①）である． 

準線形共鳴振動理論では，弾性体の共鳴周
波数と三次弾性定数を直接的に結び付けるこ
とを目的としており，それ以外の非主要な寄
与は極力取り除くこととした．このために新
たに導入したアイデアが弾性体に対する一様
な静水圧の負荷と準調和近似である．準調和
近似は物性物理学で使用される近似方法の一
つであり，具体的には，弾性体に生じる変位
の関数形が静水圧による一様で時間に依存し
ない体積収縮項と従来の線形モデルと同様の
調和振動項の二種類に限定する考え方である．
準調和近似は理論の数値解析に必要な計算コ
ストを大幅に削減することから，この近似と
先に示した磁性点群の併用によって，現実の
三次元結晶をモデルとした共鳴振動解析が可
能となった． 

 準線形共鳴振動理論では，共鳴周波数の圧
力依存性を解析することが可能である．そこ
で，既に三次弾性定数の報告されている FCC，
BCC および HCP 結晶を対象として，その共
鳴周波数の圧力依存性を計算した．さらに，
得られた結果を熱力学関係式へ代入すること
で，1 次～2,400 次までの共鳴振動モード毎の
グリューナイゼン定数を計算し，その統計平
均を算出した．このようにして得られたグリ
ューナイゼン定数を従来のグリューナイゼン

定数の報告値と比較した結果，両者はほぼ全
ての金属材料について誤差 10 %以内で定量的
に一致することが明らかとなった．この結果
は，本研究で構築した準線形共鳴振動理論が
定量的な意味で妥当であることを強く支持し
ている．この結果，現実の単結晶試料の共鳴
周波数とその圧力依存性を実験計測すれば，
準線形共鳴振動理論に基づいたその逆解析に
よって，原理的には全ての独立な二次弾性定
数と，ほぼ全ての独立な三次弾性定数が決定
可能となった． 

 本報告書の冒頭に示した通り，本研究の目
的は共鳴振動を利用した三次弾性定数計測法
の開発にある．準線形共鳴振動理論の完成は，
この計測の基盤となる理論が構築されたこと
を意味している．この成果に加えて，本研究
では当初は予想さえしなかった共鳴振動現象
の持つ新しい対称性とその群構造を明らかに
することもできた．本研究は，当初の研究目
標を上回る理想的な形で遂行することができ
た． 
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