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研究成果の概要（和文）：n次モーメントを利用した劣決定信号復元の方法や，その基礎となる最適化問題の性質を検
討した．
信号復元では，ソースの疎性と独立性を仮定して２次モーメントを非線形推定し，その結果を用いてさらに各サンプル
のソースの生の値を非線形推定する方法を構築した．観測次元を超える数の活動を捉えることに成功した．
最適化問題では，復元手法の設計可能性と設計限界の解明に寄与する2つの定理を証明した．一つは Berge の最大値の
定理から，制約条件のコンパクト性を仮定しない定理，もう一つはBergeの逆である小宮の定理から，目的関数の入力
引数を減じた定理である．これらはより実際の信号復元問題の状況に近い．

研究成果の概要（英文）：Signal recovery methods for underdetermined problems using n-th order moments 
were developed, and the characteristics of optimization problems which are bases of such signal recovery 
problems were considered.
In the developed signal recovery method, second order moment of sources are estimated with a non-linear 
method, and then raw values of source of each observed samples are further estimated with non-linear 
methods using the derived second order moment estimation. The activities of sources whose active 
variables are more than observation dimension were successfully captured by the proposed method.
Regarding theories of optimization problems, a variant of the Berge's maximum theorem was developed to 
handle non-compact-valued constraint conditions. For Komiya's theorem, the inverse of the Berge's 
theorem, a variant in which the objective function does not take observations as the constraint condition 
was developed. These theorems correspond to more realistic signal recovery conditions.

研究分野： 逆問題
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１．研究開始当初の背景 
 
自然界の信号を取り扱うために様々な特徴
量が計算されているが，特によく利用される
のがモーメントである．例えば人はテクスチ
ャの判別にモーメントを利用していること
が先行研究により示唆されており，すでによ
く知られた概念である一方で，モーメントを
利用した新規の信号処理等の方法が開発で
きる余地は十分にある．こうした手法の開発
は，信号におけるモーメントの特徴という性
質面の解明に寄与するとともに，信号処理の
実用面にも貢献し得るものである． 
また，信号復元において現れるような逆問題
では，信号復元の逆問題を最適化問題として
定式化することが行われる．そのため，この
最適化問題における条件と最適解の関係性
を明らかにしていくことは，手法開発のため
の理論的基盤の確立の面で意義が大きい． 
 
２．研究の目的 
 
統計量である n 次モーメントを利用した，信
号の表現や圧縮・復元法を探ることで，各用
途に対してより有効なモーメントの利用法
を検討し，可能ならモーメントを利用した新
しい信号復元手法などを開発するとともに，
現れる最適化問題について理論的検討を加
える． 
 
３．研究の方法 
 
3.1 ２ 次 モ ー メ ン ト を 利 用 し た 
overcomplete 信号復元 
 
観測信号が，源信号に対して線形に与えられ，
しかも源信号より変数の数が少ない場合を
考える．例えば，5 人の話者の音声を 3 本の
マイクで観測するような場合である．このよ
うな状況を劣決定 underdetermined, また
は同じ意味で過完備 overcomplete という．
この観測過程は，観測信号を y, 伝達特性を
A, 源信号を x として，y=Ax と表せる．こ
こでは，A は既知である場合を考える． 
overcomplete である場合，y と A が与えら
れたとしても，x は一意には決まらない．こ
の場合に x を決める基準・方法は数多くあ
り，解析者の判断により選択される． 
今回，overcomplete 問題への推定解を求め
る方法を構築するために，1) 信号の２次モ
ーメント, 2) ソース間の独立性，3) ソース
のスパース性 を利用することを試みた．2次
モーメントでは，各時点のサンプルよりも，
実質的な観測変数数が多くなる．すなわち，
観測次元を M とすると，各サンプルの観測
変数数は M, ２次モーメントの観測変数数は
M(M+1)/2 と考えられる．これを利用して，
観測次元 M より多いアクティブソース数で
あっても， M(M+1)/2 より少なくかつソース
間が独立であれば，ソースの２次モーメント

に関しては復元できる可能性がある．そこで，
この復元法を検討した． 
また，得られたソースの２次モーメントの推
定を利用し，各観測信号サンプルからの各源
信号サンプルの推定を改善することを試み
た．そのために，スパース解をもたらせる非
線形解法を用いることで，推定された源信号
時系列の２次モーメントが，より強い対角性
を持つよう図った． 
 
3.2 目的関数と最適解関数の関係に関する
２つの定理 
 
信号復元の逆問題を最適化問題として定式
化した場合の条件と最適解の関係性につい
ては，Berge の最大値の定理と，小宮による
その逆定理が知られている． 
Berge の最大値の定理では，最適化の目的関
数が連続，制約条件はコンパクト値かつ凸値
という条件（他にも条件有）を仮定し，最大
値関数（最適値関数）の連続性，最大値点多
価写像（最適解関数）の上半連続性が示され
る． 
一方，信号復元の問題では，制約条件はコン
パクト値とは限らない．とくに，音声や電磁
気信号を対象とする系では，多くは線形であ
る伝達特性に対応して制約条件はアフィン
部分空間となり，コンパクトでない．そのた
め，Berge の最大値の定理の類縁的な定理を，
コンパクト値でない可能解に対して求める
ことを試みた． 
次に，小宮による Berge の定理の逆定理は，
与えられた多価写像が最適解関数になるよ
うな最適化問題，特に目的関数を求められる
かに関する定理である．これは，実現したい
復元法（最適解関数）が，実際に実現可能か
（目的関数の存在）に関する主張であると言
える．小宮の定理では，目的関数が，given の
制約に関するパラメータと，操作変数となる
解のパラメータを両方入力引数として取る
場合について，上半連続な最適解関数が，準
凸の目的関数により実現できることが示さ
れている． 
一方，信号復元の問題では，最適化問題の立
式の由来上，目的関数は given の制約に関
するパラメータを入力引数として取らない
ことも多い．例えば，解のパラメータに事前
確率分布を仮定して，最尤推定ないし事後確
率最大化により解くような場合である．そこ
で，制約条件をアフィン部分空間に限定し，
制約パラメータなしの目的関数を用いる場
合を検討した．特に，どのような種類の連続
性を持つ最適解関数が，凸な目的関数により
実現できるかを検討した． 
 
４．研究成果 
 
4.1 ２ 次 モ ー メ ン ト を 利 用 し た 
overcomplete 信号復元 
 



overcomplete な線形観測系で，ソースの２
次モーメントを推定し，またそれを利用して
ソースの各サンプルの推定を改善する手法
の枠組みを構築した（未発表成果）．方法は
以下の通りである． 
1. ソースの２次モーメント Cxを推定する．

観測 yの共分散行列をCy, ソース xの共
分散行列を Cx とすると，Cy=A*Cx*A’の
関係がある．いま，ソースが互いに独立
とすると，Cx は対角行列である．その対
角成分を並べたベクトルを dx とおくと，
Aに由来する係数行列Bを用いてCy=B*dx
が成立する．そこで，dx に非負制約を課
し，dx の l1 ノルムを最小化することで，
dx の推定を得る．これにより Cx の推定
は Cx=diag(dx) で得られる． 

2. 得られたソースの２次モーメントの推定
(ここではそれも Cx と書く)を利用して，
ソースの各サンプルを非線形推定する．
線形推定であれば，共分散行列 Cx が与
えられた下での y=A*x に対する x の推
定 xe は， xe = Cx*A’*(A*Cx*A’)^(-1) 
で得られる．ここでは各時点でさらにス
パースな解を与える非線形の方法をとる．
スパース解法として知られる FOCUSS の
バリエーションのうち，事前重みを常に
適用する方法を用い，事前重みに Cx を使

う．各サンプルに対しては，一般に非零
要素が M個以下の推定解が求まる． 

 
提案手法の適用例を図 1に示す．観測次元を
5次元，ソース変数を 10 次元，アクティブソ
ースを 7とし，アクティブ変数は各々分散の
異なる平均0の正規分布に従い独立に発生さ
せた．左上の真のソースの２次モーメントに
対し，推定された２次モーメントの様子を右
上，左下，右下に示した．右上は２次モーメ
ント自体を提案法により非線形に l1 ノルム
最小化で推定したもの．真の２次モーメント
にある程度近い推定が得られている．左下は，
その推定結果を利用して各サンプルについ
て提案法で非線形ソース推定を行い，その結
果の２次モーメントを求めたもの．依然とし

て真のソースの２次モーメント
に近いイメージの結果が得られ
ている．右下は，まず２次モーメ
ントを線形推定し，その結果を利
用して各サンプルのソースを線
形推定し，得られた結果の２次モ
ーメント．手法全体としては非線
形になるものの，提案法と違って
真のソースの２次モーメントと
大分様相の異なる推定になって
しまっている．本結果は一例であ
って，さらなる系統だった検討が
待たれるものの，２次モーメント
の非線形推定と，その結果を利用
した各サンプルでのソース推定
の有効性が示唆される． 
特に，推定に現れているアクティ
ブソース数(6～7 個)が，観測次
元(5)よりも大きいという設定の
下で有効な推定が得られた点に

注目されたい．これは，２次モー
メントを援用した本手法に特徴
的な点である． 
 
4.2 目的関数と最適解関数の関
係に関する２つの定理 
 
信号復元の逆問題を最適化問題
として定式化した場合の条件と
最適解の関係性について，以下の
二つの定理を証明した（投稿中）．
これら二つの定理により，ある種
の安定性を持つ信号復元法の設
計法，及び設計限界（他の性能と

の両立の可否）について，一定の基礎づけを
行うことが出来た． 
 
定理１．最適化問題 

 
 
 

を考える．ただし x は N次元実数空間，yは
M次元実数空間の元とする． C は集合値写像
で，閉値，凸値，連続であるとする．s は二

図 1. overcomplete な信号復元の様子．多チャネル

の時系列の共分散行列（２次モーメント）を色変調

で示した．左上：真のソース．10 成分中 7 成分が有

意に活動．右上：提案法で推定した２次モーメント．

左下：提案法で推定した２次モーメントを用い，さ

らに提案法で各サンプルについて推定したソースの

共分散．右下：線形に推定された２次モーメントを

用い，各サンプルについて線形推定を行ったソース

の共分散． 



つの引数 x,y の属する直積空間上で連続で，
y を固定した時，x について準凸とする．こ
のとき，もし最適解関数 C^* 

が非空値で有限値になるならば，C^*は同時
に凸値，コンパクト値，上半連続になり，ま
た s^*は連続となる．s^*は最適値関数 

である． 
 
この定理の主旨は，目的関数 s が準凸であれ
ば，その他補助的条件の下で，最適解関数が
ある種の連続性を持つということである．こ
の連続性とは，信号復元問題で言えば，与え
られた観測が微小に変化した際，復元される
信号側も変化は微小であることを意味する．
もしこうした連続性が成り立たないなら，外
乱等で常に値が摂動することが想定される
観測信号に対し，復元される信号は，観測の
摂動に過剰反応し，飛び飛びで不安定なもの
になりうる．復元問題，逆問題においては，
解の安定性は主要な目標の一つであり，それ
が保証される状況の一つを明らかにしたの
が本定理である． 
 
定理２．観測 y(M 次元実数)がソース x(N 次
元実数)に対し 線形に y=Lx で与えられる
とする．なお，N>M, rank(L)=M とする．あ
る写像 g:Y->X が，Lg(Lx)=Lx を満たすとす
る（ここで，このような gを Lの一般化逆写
像と呼ぶ）．このとき，もし g が C^2 級の関
数で，二階微分係数が有界なら，凸かつ連続
な関数 s:R^N->R で 

となるものが存在する． 
 
この定理の主旨は，ある種の連続性（滑らか
さ）を持つ信号復元法(ここでは一般化逆写
像 g)は，凸かつ連続という最適化しやすい目
的関数によって実現できるという点にある．
この事実が与えられたことにより，「上記連
続性を持ち，かつ○○」という性能を持つ復
元法を設計できるかどうかは，凸かつ連続な
目的関数のうち，○○という性能も実現でき
るものが存在するかどうか，という問題に置
き換えて検討することが出来る．もし存在し
なかった場合，最適化しにくいクラスの関数
から目的関数を探す必要はなく，単にどんな
目的関数でも実現不可能だと言い切れるよ
うになったのである． 
 
この定理の将来の発展としては，今回実現さ
れた「二階微分係数が有界」というクラスを
より拡大し，C^2 級の一般化逆写像全体が凸
かつ連続な目的関数で実現できるか，制約条
件を線形でなくした場合にどうなるか，を検

討していくことが挙げられる．特に，定理１
とより対称性の良い形の定理が得られれば，
目的関数（設計）と最適解関数（復元法）の
本質的関係により迫ることが出来よう． 
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