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研究成果の概要（和文）：数理最適化・金融工学・統計的学習の三つの分野の融合領域を開拓することを研究目的とし
た．本研究課題以前は``金融工学でよく知られたリスク尺度（VaRやCVaR）を統計的学習の研究分野に取り入れる”と
いうスタンスで研究を進めてきたが，本課題では，逆に``統計的学習で研究が進められている汎化誤差理論を金融工学
に持ち込み，予測精度の高いポートフォリオ最適化モデルを構築する”ことを目的に研究を進めた．その結果，高い汎
化能力（新たなデータに対する予測能力）の理論的保証のついたポートフォリオ最適化モデルを構築し，そのモデルを
効率的に解くための手法を考案することができた．

研究成果の概要（英文）：In this study, we aimed to explore different but related research areas 
(mathematical optimization, financial engineering and machine learning). Before this study, we have 
incorporated risk measures, which are investigated in financial engineering (mainly, VaR and CVaR), into 
machine learning problems. On the other hand, this study brought generalization theories, which are 
developed in machine learning, into financial engineering based on an expectation that we might obtain a 
new portfolio optimization model having high prediction accuracy. Indeed, we could construct such a new 
portfolio optimization model which has a theoretical guarantee on high prediction accuracy and devise an 
efficient algorithm to solve the optimization model. Our numerical experiments supported the theoretical 
guarantee of the proposed model.

研究分野：数理最適化
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１．研究開始当初の背景 
 (1)金融資産への最適な投資配分を決定する
ための数理計画問題はポートフォリオ最適
化問題と呼ばれている．マーコヴィッツ
(H.Markowitz)は 1952 年に平均・分散モデ
ルとよばれるポートフォリオ最適化問題を
構築し，ポートフォリオ理論の基礎を築いた． 
それ以降，ポートフォリオ最適化は数理最適
化や金融工学等の分野で研究が進められて
いる． 
 (2)観測されたデータから統計的手法を用い
て新たな知識を導出するための手法は統計
的学習手法と呼ばれ，音声認識やスパム検知，
画像認証などに用いられている．研究代表者
はこれまでに，金融工学でよく知られたリス
ク尺度（value-at-risk: VaR や conditional 
VaR: CVaR）を統計的学習の世界に持ち込み，
統計的学習分野において代表的な分類モデ
ルの１つである nu-SVM (Scholkopf等)がノ
ルム制約付き CVaR 最小化モデルとして見
なせることを示した． 
 
２．研究の目的 
(1)数理最適化・金融工学・統計的学習の三つ
の分野の融合領域を開拓することを研究目
的とした． 
(2)本研究課題以前は``金融工学でよく知られ
たリスク尺度（VaRや CVaR）を統計的学習
の研究分野に取り入れる”というスタンスで
研究を進めてきたが，本課題では，逆に``統
計的学習で研究が進められている汎化誤差
理論を金融工学に持ち込み，予測精度の高い
ポートフォリオ最適化モデルを構築する”こ
とを目的に研究を進めた（次図を参照）． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(3)統計的学習の知見を取り入れて汎化能力
（新たなデータに対する予測能力）の高いポ
ートフォリオ最適化モデルを構築すること，
その最適化モデルを解くための最適化解法
を考案することを目的として研究を行った．  
具体的には， 
●	
 ノイズの少ないデータセットに対する
ポートフォリオ最適化法 

●	
 データノイズにロバストな意思決定を
行うためのポートフォリオ最適化法 

●	
 大量のデータセットに対して予測に有
用な特徴を選択して最適な意思決定を
おこなうポートフォリオ最適化法 

●	
 より一般化したリスク尺度に基づくポ
ートフォリオ最適化法 

について研究を行った．以降，「3. 研究の方

法」，「4. 研究成果」を，この順に報告する． 
 
３．研究の方法 
(1)金融分野の理論・実務両面から脚光を浴び
ている CVaR と呼ばれるリスク尺度を最小
にするポートフォリオ最適化問題（金融資産
への投資配分決定問題）を取りあげた．ノル
ム制約付き CVaR 最小化に基づくポートフ
ォリオ最適化モデルについて，統計的学習分
野からの知見を取り入れて汎化誤差上界値
を導出して理論分析を行うとともに，数値実
験による実証分析を行なった． 
(2)ノルム制約付き VaR 最小化が汎化誤差の
最もタイトな上界値を与えること，またノイ
ズの多いデータセットに対してロバストな
推定結果を与えることを理論的に示した．し
かし，ノルム制約付き VaR 最小化が「ノル
ム制約の付いた整数計画問題」という求解困
難な問題に帰着されるため，ノルム制約付き
VaR 最小化モデルを解くためのアルゴリズ
ムを考案する必要があった．Larsen等[2002]
によって提案された VaR 最小化解法に対し
てノルム制約も扱えるように修正を加え，ノ
ルム制約付き VaR 最小化の近似解法を構築
した． 
(3)ポートフォリオの組換えには手数料がか
かるため，組換え量が少なくすむようにポー
トフォリオモデルの改良を検討した．“ベンチ
マークとポートフォリオのパフォーマンス
の乖離”を，L2 ノルムを用いて表現すれば，
「ポートフォリオモデル固有の制約のつい
た回帰モデル」としてトラッキング・ポート
フォリオモデルを見なすことができる．統計
的学習分野では，正則化項 (ノルムを用いて
表わされる項) を回帰モデルに加えることに
より，モデルの汎化能力が向上することが知
られている．その知見を取り入れて，既存の
トラッキング・ポートフォリオモデルに正則
化項を加え，汎化能力の高いモデルを構築し
た．正則化項のノルムを L1, L2, L0, L0 と
L2 を組み合わせたものに変えることで，予
測に有用な特徴（金融資産）を選択して精度
よい推定が出来るかを調べた． 
(4) CVaR を含む広いクラスのリスク尺度で
あるコヒーレントリスクを用いた最適ポー
トフォリオモデルを検討した．このモデルは
min-max問題で記述され，確率分布が不確実
なロバスト最適化モデルとして見なされる．
一方，統計的学習分野で提案されている様々
な判別モデルに対して，min-max問題を用い
た統一的な定式化で表現できることを示し
た．既存の判別手法の違いは，２段目の max
問題の制約領域 U（不確実性集合）の定義に
現れることを明らかにし，今まで異なる仮定
や想定の元で提案されてきた判別手法の本
質的な違い，そして，コヒーレントリスクと
の関係を明確に示した． 
  
４．研究成果 
(1)ノルム制約付き CVaR 最小化モデルの理



論的・実証的検証： 
各資産の平均収益率に関する過去データを
訓練データと見なし，ポートフォリオ最適化
問題を「ある一定以上の収益を上げられるか
否か」という分類問題と見立てることにより，
ノルム制約付き CVaR 最小化モデルをポー
トフォリオ最適化のために用いることを提
案した．分類モデルの汎化誤差の評価方法を
真似ることにより，ポートフォリオ最適化モ
デルの汎化誤差に関して分類モデルと同様
の結果が得られた．また，ノルム制約付き
CVaR最小化モデルの汎化誤差を評価するこ
とで，モデルの妥当性を理論的に示すことが
できた．また，日経 225等の金融データを用
いた数値実験を通して既存のポートフォリ
オ最適化モデルによる汎化誤差と提案手法
による汎化誤差を比較することにより，提案
手法が高い予測能力の持つことを確認した． 
  
 (2)-①ノルム制約付き VaR 最小化ポートフ
ォリオモデルの提案：  
ノルム制約付き VaR 最小化が汎化誤差の最
もタイトな上界値を与えることを理論的に
示したものの，ノルム制約付き VaR 最小化
が「ノルム制約の付いた整数計画問題」とい
う求解困難な問題に帰着されるため，実デー
タを用いてノルム制約付き VaR 最小化モデ
ルを厳密に解くことは難しい．しかしながら，
リスク尺度VaRは観測データ(各資産収益率)
のはずれ値の影響を受けにくいため，本モデ
ルは現実の金融データに対してあてはまり
がよいと予想される．そこで，ノルム制約付
き VaR 最小化ポートフォリオモデルを提案
し，統計的な観点から理論的な特徴づけを試
みた．ロバスト統計で使われる破局点を用い
てモデルのロバスト性を評価する方法を確
立した．その結果，高いロバスト性を達成す
るために選択すべきハイパーパラメータの
範囲を導出することができた． 
(2)-②ノルム制約付き VaR最小化ポートフォ
リオモデルの解法の考案： 
4-(2)-①においてノルム制約付き VaR最小化
ポートフォリオモデルを理論的に分析した
後，実際にモデルの解を求めてモデルのあて
はまりのよさを評価した．ノルム制約付き
VaR 最小化問題を厳密に解こうとすると多
くの計算時間が必要となり現実的なサイズ
のポートフォリオを扱うことは困難となる
ため，厳密解法ではなく近似解法を考案した． 
具体的には，Larsen等[2002]によって提案さ
れた VaR 最小化解法をノルム制約も扱える
ように改良し，ノルム制約付き VaR 最小化
の近似解法を提案することを検討した． 
数値実験を通して関連手法との比較を行な
い，データに外れ値が含まれていても，提案
モデルがあまり外れ値の影響を受けずに済
むこと，また通常の判別手法に劣らない計算
時間でよい近似解を求められることを確認
した． 
(2)-③機械学習•バイオインフォマティクス

への VaR最小化法の適用 
4-(2)-②の研究成果：VaR 最小化法をポート
フォリオ最適化問題に限らず，ノイズを含ん
だ実データに対する判別問題やバイオイン
フォマティクスへ適用し，ノイズの多い実デ
ータやクラス間のサンプル数に偏りが大き
なデータセットに対してロバストな推定が
行えることを確認した． 
実際，クラス間でデータ数に偏りが大きなデ
ータセットに対して，既存の判別手法は実行
不可能となり，判別平面を求めることが出来
なかった．一方で提案手法では，次図が示す
ように，妥当な判別平面を求めることができ
た． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(3)スパースポートフォリオモデルの考案： 
ポートフォリオモデルの正則化項のノルム
を L1, L2, L0, L0と L2を組み合わせたもの
に変えることで,予測精度や解の疎性がどの
ように変化するか，数値実験を通して調べた． 
疎なポートフォリオ (最適解のベクトル要素
にゼロが多く含まれている状態) は保有資産
銘柄数が少ないことを意味する．投資家にと
って，取引手数料は無視できないコストであ
り，疎なポートフォリオは取引手数料を小さ
く押さえるという意味では好ましいといえ
る．一方，あまりに疎なポートフォリオでは
事後パフォーマンスが低下してしまう．そこ
で，L0と L2を組み合わせたノルムを正則化
項として用いることにより，疎でありながら
事後パフォーマンスのよりポートフォリオ
が達成できることを数値実験により確かめ
た. 
 
 (4)-①コヒーレントリスク最小化モデル： 
min-max 問題で記述されるコヒーレントリ
スク最小化モデルは，確率分布が不確実なロ
バスト最適化モデルとして見なされる．確率
分布集合を変えることで，コヒーレントリス
クは，CVaRのみならずより広いクラスのリ
スク尺度を表現できる．一方で，min-max
問題の定式化は扱いにくく，この定式化のま
ま最適解を求めることはあまり試みられて
いなかった．しかし，様々なリスク尺度を試
して判別モデルを構築するためには，
min-max 問題のまま最適解を求める必要が
ある．そこで，first-order methodと呼ばれ
る最適化手法を用いて，アルゴリズムを考案
した．数値実験を通して，CVaR最小化に特
化した解法と比較した結果，コヒーレントリ



スク最小化による汎用解法（提案法）の方が，
高速に CVaR 最小化問題を解くことができ
ることを確認した． 
(4)-②統一的な機械判別学習モデル： 
統計的学習分野で提案されている様々な判
別モデルに対して，数理最適化手法の一つで
あるロバスト最適化モデルを用いて，統一的
に min-max 問題として表現できることを示
し た （ 提 案 モ デ ル は 下 図 の Unified 
Classification Model，その他の CCLF min, 
Generalized nu-SVM, nu-SVM, MM-MPM
は既存の機械学習法）．  
 
 
	
 
	
 
	
 
	
 
	
 
	
 
既存の判別手法の違いは，ロバスト最適化モ
デルで用いられる入力（不確実性集合）の定
義に現れることを明らかにし，今まで異なる
仮定や想定の元で提案されてきた判別手法
の本質的な違いを明確に示した． 
さらに， min-max 問題で記述されるコヒー
レントリスク最小化モデル（4-(4)-①を参照）
との定式化を比較することにより， 
ü 統一的な機械判別学習モデル (Unified 

Classification Model) はコヒーレント
リスク最小化モデルの一般化として見
なせること， 

ü また，既存学習モデル（CCLF min, 
Generalized nu-SVM, nu-SVM）はコ
ヒーレントリスク最小化モデルとして
解釈できること， 

を明らかにし，機械学習法と金融リスク尺度
最小化モデルとの関係を明確に示した． 
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