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研究成果の概要（和文）：(1) レベル・ゼロ Lakshmibai-Seshadri (LS) パスを, (放物型) 量子 Bruhat グラフを用
いて記述した. その応用として, レベル・ゼロの LS パス全体のなすクリスタル上の次数関数 (＝エネルギー関数) を
量子 Bruhat グラフ上の最短有向パスのウェイトを用いて記述した. 
(2) 臨界レベルの既約最高ウェイト表現と密接な関係がある半無限 Bruhat 順序 (および, 半無限 Bruhat グラフ) を
用いて, 半無限 LS パスを定義し, それら全体のなすクリスタルが, エクストリーマル・ウェイト加群の結晶基底と同
型になることを証明した. 

研究成果の概要（英文）：(1) We described level-zero Lakshmibai-Seshadri (LS) paths in terms of the 
(parabolic) quantum Bruhat graph. As an application, we described the degree function (= energy function) 
on the crystal of level-zero LS paths in terms of the weights of shortest directed paths in the quantum 
Bruhat graph.
(2) We introduced semi-infinite LS paths in terms of the semi-infinite Bruhat order (and semi-infinite 
Bruhat graph), which is closely related to irreducible highest weight representations of critical level, 
and then we proved that the crystal of semi-infinite LS paths is isomorphic, as a crystal, to the crystal 
basis of the extremal weight module.

研究分野：リー代数・量子群の組合せ論的表現論
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※ 数式等を記述するために LaTeX のコマ
ンドを用いる． 

 
１． 研究開始当初の背景 

 
G を複素連結単純代数群とし, g を G のリ
ー代数 (複素数体上の有限次元単純リー代
数), h を g の Cartan 部分代数とする.  
g_{aff} を g に付随する (untwisted) アフ
ィン・リー代数とし, h_{aff} を g_{aff} の 
Cartan 部分代数とする.  各 ¥lambda ¥in 
h_{aff}^{*} に対して, L(¥lambda) を最高
ウェイト ¥lambda の既約最高ウェイト 
g_{aff}-加群とする. このとき, g_{aff} の
自然な中心元 K ¥in h_{aff} は, 既約最高
ウェイト加群 L(¥lambda) に ¥lambda(K) 
倍で作用する. この ¥lambda(K) の値を 
L(¥lambda) (または ¥lambda) のレベルと呼
び, それが g の双対 Coxeter 数の -1 倍
に 等 し い と き , L(¥lambda) ( ま た は 
¥lambda) は臨界レベルであると呼ばれる.  
Edward Frenkel と Dennis Gaitsgory は, 
論 文  “Local geometric Langlands 
correspondence and affine Kac-Moody 
algebras” (Progress in Mathematics vol. 
253, pp.69 ～ 260, Birkhauser Boston, 
Boston, 2006) において,  
 
i) G の Langlands 双対群の local system,  
 
ii) アフィン・グラスマン多様体上の D-加
群のなす圏,  
 
iii) (当研究の研究対象である) 臨界レベル
の g_{aff}-加群のなす圏, 
 
の間の自然な対応 (幾何的 Langlands 対
応) について考察し, 多くの予想を提示し
た. その後, 彼らを含む多くの研究者の精
力的な研究により, アフィン・グラスマン多
様体と臨界レベルの g_{aff}-加群の間の関
係が詳細に調べられ, これらの予想のかな
りの部分は解決した. しかし, 未解決な重
要課題も依然多く残っており, 幾何的 
Langlands 対応の研究は, 研究開始当初か
ら現在に至るまで, ホットなテーマである
と言える.  
 
２．研究の目的 
 
臨界レベルの L(¥lambda) に対して組合せ
論的なモデル (パス模型の理論) を構成し, 
臨界レベルの L(¥lambda) を組合せ論的に
研究するための糸口を与える． 
 
３．研究の方法 
 
g_{fin}=g + h_{aff} と お く  ( こ れ は 
g_{aff} の有限次元簡約部分リー代数であ
ることに注意する). 当研究では, まず 

¥lambda ¥in h_{aff} が critical level で
あり，かつ g_{fin} の優整ウェイトである
場合に, 荒川 知幸の論文“Character of 
representations of affine Kac-Moody 
algebras at the critical level (2007)”
において得られた指標公式を用いて 
L(¥lambda) の g_{fin}-加群としての既約
分解を(コンピュータなどを使用して具体的
に) 計算し, その計算結果を踏まえて 
L(¥lambda) のパス模型を構成する. そして, 
そこで得られた結果を参考にして一般の臨
界レベルの ¥lambda ¥in h_{aff}^{*} に対
して L(¥lambda) のパス模型を構成し, 
L(¥lambda) の指標の研究を行う.  
 
４．研究成果 
 
(1) レ ベ ル ・ ゼ ロ の 
Lakshmiba-Seshadri (LS) パスに対
応する Mirikovic-Vilonen 多面体
の理論の構築を考察した. 各 LS 
パス p に対して, 多面体の頂点集
合 M(p) を与える写像を定め, こ
れが単射であることを証明した. 

(2) レベル・ゼロの LS パスを, 有限 
Weyl 群 上 の  ( 放 物 型 ) 量 子 
Bruhat グラフを用いて記述するこ
とに成功した. さらに, その応用
として, レベル・ゼロの LS パス全
体のなすクリスタル上の次数関数 
(= エ ネ ル ギ ー 関 数 ) を 量 子 
Bruhat グラフ上の最短有向パスの
ウェイトを用いて記述した．また，
この次数関数の「双対」にあたる左
次数関数も同様に記述した． 

(3) Postnikov による量子 Bruhat グ
ラフの最短有向パスのウェイトに
関する基本定理を, 放物型量子 
Bruhat グラフの場合に一般化し, 
組合せ論的な証明を与えた.  

(4) 部屋 (alcove) パス模型とレベ
ル・ゼロ LS パスとの間の具体的な
対応を与えた．その応用として，対
称 Macdonald 多項式の t=0 の特
殊化をレベル・ゼロ LS パスを用い
て記述することに成功した.  

(5) (2) の研究結果をルート作用素の
視点から再検証し, ルート作用素
を用いた (自然な) 別証明を与え
ることに成功した.  

(6) 臨界レベルの既約最高ウェイト表
現と密接な関係がある半無限 
Bruhat 順序  (および, 半無限 
Bruhat グラフ) を用いて, 半無限 
LS パスを定義し, それら全体のな
すクリスタルが, エクストリーマ
ル・ウェイト加群の結晶基底と同型
になることを証明した． 

(7) レベル・ゼロの LS パスのなすクリ
スタルの部分集合で, その次数付



きの指標が, 非対称 Macdonald 多
項式の t=0 または t=¥infty の特
殊化になるようなものを明示的に
与えることに成功した． 

(8) エクストリーマル・ウェイト加群に
おける Demazure 加群の商加群と
して, その次数付き指標が 非対称
Macdonald 多項式の t=0 における
特殊化になるものを与えた.  
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