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研究成果の概要（和文）：本研究は整数論の古典的な問題の一つであるディリクレの約数問題の新たなる展開である. 
d(n) によりｎの約数の個数を表すとする (これを約数函数と呼ぶ). 約数函数の平均の誤差項を調べることが約数問題
である. リーマンゼータ函数の微分という観点から, 新約数函数 D(k)(n) を定義する. D(k)(n) の平均は　Σn≦xD(k
)(n)=x P(2k+1)(log x) +Δ(k)(x) という形になる. 誤差項 Δ(k)(x) をベッセル函数に関する有限和で表す公式など
の研究成果を得た.

研究成果の概要（英文）：This research is a new development on the classical Dirichlet divisor problem. Let
 d(n) be the number of divisor of n (it is called the divisor function). In the average of d(n),  to study
 the error term is called the divisor problem. From an aspect of the study of the derivatives of Riemann z
eta function, we define a new divisor function D(k)(n). By this research we obtained a formula on the erro
r term in the average of D(k)(n). It is expressed by a certain finite sum of Bessel functions.  
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１． 研究開始当初の背景  
本研究は整数論の古典的問題ディリク
レの約数問題に関する新たなる展開で
ある. 約数函数 d(n)=Σd|n1 (自然数 n 
正の約数の個数) の平均 Σn≦x d(n)=x 
log x +(2γ-1)x +Δ(x) における誤差
項 Δ(x) について詳しく調べることが
約数問題である. ディリクレがハイパ
ボラ法を用いて Δ(x)=O(x1/2) を示し
た. その後, Δ(x) のより良い評価を
求める研究が盛んに行われ続けている. 
例えば, このΔ(x) をベッセル函数に
関する有限和で表す公式, 有限型ヴォ
ロノイ公式が知られている.  この公式
の二乗平均により Δ(x)=Ω(x1/4) が示
される. Δ(x)=O(x1/4+ε)であると予想さ
れ, ディリクレの評価の改良がこの問
題の中心的課題である. また, Δ(x) 
は周期的ベルヌーイ函数に関する有限
和で表す公式, チャウラ・ヴァルム公式
が知られている. これらの研究とは全
く別に, 研究代表者はセルバーグゼー
タ函数, リーマンゼータ函数などの導
函数の零点分布を研究していた. 例え
ば, シュペイザーによりリーマン予想
とリーマンゼータ函数の一階導函数
ζ’(s)≠0 (Re s<1/2, Im s≠0) が同
値であることが知られている. Re s の
右側におけるζ’(s)の零点分布を調べ
る際にζ’(s) の2乗平均を研究代表者
は調べた. このことで, ζ函数の導函
数の二乗に興味がある. ここで, 約数
函数 d(n) はリーマンゼータ函数 ζ
(s)=Σn=1

∞ n-s (Re s>1) の 2 乗 ζ2(s) =
Σn=1

∞ d(n)n-s の係数であることに注目
する. そこで, 上記の約数問題とゼー
タ函数の導函数の研究の二つの観点よ
り, 新約数函数 D(k) (n) を(ζ(k)(s))2 =
Σn=1

∞ D(k) (n) n
-s (Re s>1) により定義

する. この D(k) (n) について, 平均を
考え, その誤差項について調べること
を新約数問題と呼ぶ. リーマンゼータ
函数の導函数の研究を約数問題の方向
へ推進するものであり, リーマンゼー
タ函数の導函数の研究の発展も期待で
きる. また, これらの問題意識, 研究
の考え方は約数函数に限らず, 様々な
ディリクレ級数の係数に対して応用す
ることも重要な課題である.  

 
２． 研究の目的  

(1)上記の新約数函数D(k)(n) の平均 Σn

≦x D(k)(n) を考える. 
D(k)(n) がディリクレ級数 ζ(k)(s) の二
乗の係数であることから, ゼータ函数
の函数等式を利用して Σn≦xD(k)(n) =x 
P(2k+1)(log x) + Δ (k)(x) ( こ こ で ,  
P(2k+1)(t) は t の 2k+1 次の多項式であ
る.) を導く. そしてその誤差項 Δ
(k)(x) を評価することがこの研究課題

の主たる目的である. さらに, 約数問
題における有限型ヴォロノイ公式に対
応するものをΔ(k)(x)の場合に求めるこ
とが得ることを目標とした. 即ち, Δ
(k)(x) をベッセル函数に関する有限和
で表記することである. 
 
(2) さらに, その有限型ヴォロノイ公
式を無限級数型に拡張し, それを用い
てリーマンゼータ函数の導函数に対す
るアトキンソン公式を得ることが次な
る課題である. これにより, ゼータ函
数の導函数の研究に良い影響を与えれ
ると思われる. 
 
(3) これらの研究で得られる様々な公
式を, リーマンゼータ函数の導函数の 2
乗の近似函数等式の研究に応用するこ
とも目的である.  また, ディリクレの
約数問題の研究で知られている公式な
どを, 微分の約数問題, つまり D(k)(n) 
の場合に対応するものを求めることで, 
D(k)(n) の数論的意義を明らかにするこ
とが本研究の肝心な問題である.  

 
３． 研究の方法  

一般にディリクレ級数Σn=1
∞ a(n)n-s の

係数 a(n) の平均 Σn≦x a(n) を導く方
法はペロンの公式を用いる. D(1)(n) の
平 均 Σ n ≦ xD(1)(n) を 求 め る に は 
(ζ’(s))2 にペロンの公式を適用する. 
それに より , Σ n ≦ xD(1)(n)=xP(3)(log 
x)+(2πi)-1 ∫-ε-iT

-ε+iT(ζ’ (s))2xs/s 
ds +(誤差項) という式を得る. ここで, 
εは正の小さい数, T は十分大なるパラ
メーター, P(3)(log x) は 3 次の log x 
の多項式である. この積分に対して ζ
(s) の函数等式 ζ(s)=ζ(1-s)χ(s) 
(χ(s)=2(2π)s-1sin(2π/2)Γ(1-s), 
Γはガンマ函数である.) の微分を適用
しこの積分を計算する. 例えば, (2π
i)-1∫-ε-iT

ε+iTχ2(s)(ζ’(1-s))2xs/s ds 
が出てくくるが, これは既に知られて
いる, 通常の約数問題における有限型
ヴォロノイ公式の導出と同じ方法を適
用してベッセル函数を導く. しかし, 
-(πi)-1∫-ε-iT

ε+iTχ(s)χ’(s)ζ(1-s)
ζ’(1-s)xs/s ds 等の積分も現れる. 
この被積分函数の中に log s があるの
で先述のようにしてベッセル函数を導
くことはできない. そこで log s を 
log s/(2π) +log 2π に分解し, log 2
πがかかる方は通常の方法に帰着させ
る. もう一方については積分を Im s の
積分に書き直し, χ(s) の近似式と合
わせる. さらに部分積分を適用し, 従
来の有限型ヴォロノイ公式の導出に使
われる積分公式を活用して新しい公式
を導き(但し, 誤差項が新たに現れる.) 
ベッセル函数と log (nx) との積を積分 



-(πi)-1∫-ε-iT
ε+iTχ(s)χ’(s)ζ(1-s)

ζ’(1-s)xs/s ds から取り出す. この
ような計算を行い有限型ヴォロノイ公
式の類似を導く. 
 
無限級数型のヴォロノイ公式について
は  a>2 と し  Γ (a)-1 Σ n ≦

xD(k)(n)(x-n)
a-1 を積分を用いて表し, 

その積分から変形ベッセル函数を導き, 
a についての解析接続を行い目的の公式
を導く方法を試みる. さらに, 無限級
型ヴォロノイ公式を活用してリーマン
ゼータ函数の導函数のアトキンソン公
式を導く.また, (ζ(k) )2 (s) –Σn≦x 
D(k)(n) n

-s を評価し, ζ(s) の導函数近
似函数等式を導く. 
 

４． 研究成果 
新 約 数 函 数 D(k) (n) の 平 均 Σ n ≦

xD(k)(n)=xP(2k+1)(log x)+Δ(k)(x) におけ
る誤差項 Δ(k)(x) について研究するこ
とが本研究課題の中心であり, その考
えを他のゼータ函数への応用も重要な
研究である. 

 
(1) 任意の自然 数  k につ いて  Δ
(k)(x)=O(x

1/3+ε) という成果を得た. さ
らに, k=1 の場合, Δ(1)(x) をベッセル
函数に関する有限和で表す公式(Δ(x) 
における有限型ヴォロノイ公式の類似)
を得た. さらにその公式にベッセル函数
の近似式を用いることにより, Δ(1)(x) 
を余弦函数に関する有限和で表す公式に
書き改めた. つまり, N を十分大で 
N=O(xA) (A はある正定数) を満たすよう
な自然数とする.Δ(1)(x)=x

1/4(4π21/2)-1

Σ n≦ N(d(n)log
2 (nx)+4d(0,1)(n)log (nx) 

+4D(1)(x))n
-3/4 cos(4π(nx)1/2 –π/4)+(誤

差項) が成り立つ. ここで, d(0,1)(n)=-
Σd|n log d である. この公式を用いて, 
Δ(1)(x)の 2 乗平均 ∫1

T Δ(1)
2(t)dt に対

する公式を得ることができた:∫ 1
T Δ

(1)
2(t)dt=(96π2)-1 Σn=1

∞d2(n) n-3/2 T3/2 

log4 T +O(T3/2 log3T). 実際にはこの誤差
項からT とlog T のべきからなる項を取
り出し, 誤差項を O(T5/4+ε)とさらに精密
に評価した.  二乗平均のこの公式より
直 ち に  Δ (1)(x) の オ メ ガ 評 価  Ω
(x1/4log4x) も導かれる. 今後, 上記の
誤差項を改良することが新約数問題の中
心課題である. Δ(1)(x) の有限型ヴォロ
ノイ公式を導く過程で得られた χ(s) 
の微分に関する積分公式はリーマンゼー
タ函数の導函数に関する研究にも役立つ
と思われる.   
① さらに, この続きの研究として古

屋淳氏(沖縄工業高等専門学校), 谷川好
男氏(名古屋大学)と Δ (k) (x) の評価 
O(x1/3+ε) の改良に取り組んだ. より一般
にリーマンゼータ函数の k 階, l 階微分

の積を考え D(k,l)(x) を (-1)k+lζ(k)(s)ζ
(l)(s)=Σn=1

∞D(k,l)(n)n
-s (Re s>1) により

定義する. Δ(k,l)(x) を Δ(k)(x) と同様
に, D(k,l)(n) の平均における誤差項と定
義する. D(k,k)(x)=D(k)(x) である. この 
Δ (k,l)(x) を周期的ベルヌーイ公式ψ
(x)=x-[x]-1/2 に関する和で表す公式 
(Δ(x) におけるチャウラ・ヴァルム公式
の類似)を得た. 特に k=l の場合, Δ
(k)(x)=-2Σj=0

k kCj (-1)
j logk-j xΣn≦x

1/2 ψ
(x/n) logk+j n +O(log2k x) である. さら
に , 指数和の議論に持ち込み , Δ
(k,l)(x)=O(x

1/3 log k+l-1 x) を得る. これは
上述の Δ(k)(x)=O(x

1/3+ε) の改良である. 
さらに, 指数和の方法を用いて Δ
(k,l)(x)=O(x

229/696 logk+l-1 x) と x のべき, 
1/3 も改良した. 有限型ヴォロノイ公式
の他に, 約数問題で重要なチャウラ・ヴ
ァルムの公式の類似が新約数問題におい
ても得られたことは意義深い. この研究
成 果 は , Representations and 
evaluations of the error term in a 
certain divisor problem, (古屋氏, 谷
川氏と共著) として Math. Slovaca. (査
読有)に掲載が決定している. 
 
これら二つの研究成果によって, ゼー

タ函数の微分の積から生じた数論的函数
の研究の面白さや重要性が明らかになっ
たと思う. 古典的な約数問題の新たな展
開として今後国内外で興味を持たれるも
のと思われる. 研究代表者は, インド・
アラハバードのハリシュチャンドラ研究
所をこの研究期間中に 2 度訪れヴォロノ
イ公式などの講演を行った. 研究の裾野
は広がっていくと思われる. しかし, 無
限級数型のヴォロノイ公式などは研究期
間中にまとまらなかった. それらの完成
が今後の課題である. 
 
(2) また, 古屋氏, 谷川氏とはよく知ら
れ た 公 式  ∫ 0

π /2t/sin t dt =2 Σ
n=1(-1)

2(n-1)(2n-1)-2 の 一 般 化 と し て
In(x)=∫0 

x tn/sin t dt を考察し In(x)
に関する公式を得た. その応用として, 
法 4 の原始的ディリクレ指標の多重 L 
値に関する様々な公式を得た. 例えば, 
L(1,…,1,2;χ 4) =2

2-2mΣ l=0
∞ (-1)l(π

/2)L(2l+2,χ 4)/(2m-2l-2)!  である. 
左辺の L(1,…,1,2;χ4)は多重 L 値であ
り, 右辺の L(2l+2,χ4)はディリクレ L
函数の値である. 多重 L 値の研究に積分
値を導入したものである. この種の積分
はラマヌジャンが多くの公式を残してお
り, 多重 L 値の研究に新たなる観点を見
出したものとして大きな価値があると思
われる. この内容についてもインド・ハ
リシュチャンドラ研究所で講演した. ラ
マヌジャンに関する研究であるから, イ
ンドにおいてもこの研究は興味を持たれ



ると思われる. 
 

(3) カリヤン・チャクラボルティ氏 (ハ
リシュチャンドラ研究所, インド・アラ
ハバード)とはSL(2,Z)に関するマースカ
スプ形式(ヘッケ固有函数) f のフーリエ
係数 a(n) についての L 函数 Lf(s)=Σ

n=1a(n)n
-s (Re s>1) に対する素数定理を

考察した. この a(n)は約数函数 d(n)と
同じ乗法性を持つ. 新約数問題の考察の
中から生まれた新たな問題である. 素
数定理はメビウス函数μ(n)の 平均Σn≦ 

xμ(n)=o(x) と同値である. そこでメビ
ウス函数μの類似として, μ *(n) を
1/Lf (s)=Σn=1

∞ μ*(n)n-s (Re s >1) によ
り定める (シャンカラナラヤナンなど
(タタ研究所)がすでにこの函数を研究し
ている.). 実際, メビウス函数μ(n) は
リーマンゼータ函数の逆数 1/ζ(s)=Σ

n=1
∞ μ(n)n-s (Re s>1) のディリクレ級数

の係数である. n=p(素数)であれば μ
*(p)=-a(p) である.それ故, その平均を
考える事は興味深い.このμ*(n) の平均 
Σn≦x μ

*(n) について, O(x exp(-A(log 
x)1/2)) と評価されることを示した. ま
た, Lf(s) に対するリーマン予想とΣn≦x 
μ*(n)=O(x1/2 +ε) が同値であることを
示した.   
約数函数 d(n) とフーリエ係数 a(n)の
乗法性が同じであるが, これらと同じ
乗法性を持つ数論的函数 f の絶対値の
二乗に関する不等式がサンダララジャ
ン に よ っ て 示 さ れ た が  (Ann. of 
Math.(2) 172 (2010) 1529-1538), チャ
クラボルティ氏と共にその結果をサン
ダララジャンの手法とヘルダーの不等
式を応用して |f(n)|k (任意の k≧1)の
場合に拡張し, まとめた成果は現在投
稿中である. 約数函数と同じ乗法性を
持つ数論的函数を考察することは有意
義なことである. 

 
(4) 藤澤雄介 (名古屋大) とは上述のチ
ャクラボルティ氏とのメビウス函数の
研究を, 一般の代数体, 及び代数体の
リューヴィル函数に拡張した. K を d 次
の代数体とし, デデキントゼータ函数 
ζK(s) に対して, メビウス函数μK を
上記 (3) と同様に定義し, その平均の
評価した. リューヴィル函数は ζ
K(2s)/ζK(s) のディリクレ級数の係数
として定義して, その平均を評価した. 
また, デデキントゼータ函数に対する
リーマン予想と同値命題も得た. これ
らの成果は現在投稿中である. この種
の研究はすでにランダウが行っており, 
研究成果に対するインパクトは十分あ

ると思われる. 
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