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研究成果の概要（和文）：保型形式と Galois 群の性質を組み合わせることで、類数問題などの整数論への応用を研究
した。特に, 有理数体上で得られていた結果をより一般の体上の結果に拡張することを主たる目標とした。そのための
道具である多変数の保型形式, 特に, Hilbert 保型形式の性質を調べ、総実数体上の CM 二次拡大に対する類数問題な
どに応用した。

研究成果の概要（英文）：Combining properties of modular forms and Galois groups, I studied some applicatio
ns for number theory. In particular, the main purpose is to extend some arithmetic results on the rational
 field to them on more general fields. To do this, I studied property of Hilbert modular forms as a tool a
nd applied to the class number problem for CM quadratic extension. 
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１．研究開始当初の背景 
保型形式と Galois 群の間には Langlands 
philosophy に代表されるように不思議な関
係がある . 保型形式は最初のいくつかの 
Fourier 係数で決定されるという強い有限
性を持ち , 逆に  Galois 群は  Chebotarev 
密度定理のような無限性を持っている. これ
らを組み合わせることで, いくつかの結果が
得られていた.  
例として, Langlands 哲学の例である Serre 
の保型性予想を使うことで, 二次元 mod p  
Galois 表現がいくつの素数での Frobenius 
元に対する特性多項式の一致で同型かを 
判定できるかが研究代表者により得られて
いた. また, Ono-Skinner や Kohnen-Ono 
により, 重さ半整数の保型形式や Galois 群
の性質を駆使して二次体の類数問題や, 有理
数体上の楕円曲線の性質などへの応用が得
られていた.  
しかし, 当時これらの結果は有理数体上(も
しくは二次体上)の結果しか得られていなか 
った.  
 
２．研究の目的 
研究開始当時の背景で述べたように, 結果が
有理数体上の結果に限られていた要因は, 一
変数の保型形式だけしか使っていなかった
ことに起因していた.  
本研究の主たる目的は, これらの応用を多変
数の保型形式に対して拡張することで, より
一般の体上の結果を得ることであった.  
 
本研究の具体的な目的は主に次の４点だっ
た.  
(1) より一般の群に対する保型形式がいくつ
の q-展開係数で決定されるかを解明する.  
(2) 半整数ウエイトの Hilbert 保型形式を
使うことで, 相対類数の非可除性を示す.  
(3) 半整数ウエイトの Hilbert 保型形式を
使うことで, Hilbert 保型 L-関数の中心値の
mod p での非零性を示す.  
(4) 総実数体上のアーベル多様体の同種性の
判定法を得る.  
 
(1) はより一般の保型形式を数論に応用する
際に必要とされる道具の開発である.  
(2) での相対類数の非可除性とは, 素数 p 
と総実数体を与えたときに p で割れない相
対類数を持つ総虚二次拡大(CM 二次拡大) 
の個数の判別式での評価を得る事を指す. こ
の手の問題は, 跡公式を使う方法により無限
に存在すること, 概均質ベクトル空間を使う
方法により素数が 3 のときには評価が得ら
れていた. 素数が 5 以上で総実数体が有理
数体のときに Kohnen-Ono により, テータ
関数の 3 乗を使うことで評価が得られた. 
(2) で は , (1) で 得 ら れ た 結 果 と , 
Kohnen-Ono の 結 果 の  Hilbert 保 型 
Eisenstein 級数への拡張を使う方法をとる
予定だった.  

また, Kohnen-Ono の方法は, 半整数ウエイ
トの newform を使うことで, 保型 L-関数
の中心値の mod p での挙動も調べることを
可能にした. (3) では同様に 半整数ウエイト
の Hilbert 保型 newform と, (1) での結果
を使うことで, Hilbert 保型 L-関数の中心値
の mod p での挙動を調べる予定であった.   
また, (4) においては (1) で得られた結果と, 
保型性に関する定理, Faltings の同種性定理
を使うことで判定法を得ようと考えた. 
 
３．研究の方法 
本研究は大掛かりな実験器具などは必要と
しない理論的な研究であるので, 個人のレベ
ルで問題に取り組み, また近しい研究者と討
論することで研究を進めた.  
また, 国内外の研究集会や学会に積極的に出
席し, 関連分野の研究者と討論を重ねること
で, 問題や周辺の知識に関する理解を深め
た.  
(2) に関する研究結果がまとまった段階で国
内外の研究集会や学会などでの発表を 
多数行った.  
最終年度の９月に２週間 , Ken Ono 教授
（Emory 大学）に訪問し, 得られて結果につ
いて紹介すると共に, より深遠な問題に関す
る共同研究を開始することができた. その共
同研究については現在も進行中である.  
 
研究目的の解決には必要な知識をより正確
な形で理解しなくてはならない. そのために
購入した関連する内容の図書などは研究を
進めるにあたり, 大いに有効であった. 
 
４．研究成果 
(1) 保型形式は最初のいくつかの Fourier 
係数で決まっていることは, 昔から知られ
ていた. この事実の mod p 類似は, Sturm 
により示され, 多くの数論などへの応用を
生んだ. この Sturm の定理の Hilbert 保
型形式に対する拡張は, 研究代表者により, 
本研究課題の開始時には得られていた. 本
研究課題の期間中に, 詳細を論文にまとめ, 
雑誌に投稿し出版した.  
(2) Kohnen-Ono の結果を Hilbert 保型 
Eisenstein 級数を使って拡張する際,  
当初は (1) で得られた結果を適用する予定
であった. しかし, (1) で得られた bound 
が予想していたよりも大きく, 具体的に適
用する際に使えないことがわかった. そこ
で, これを回避する策として, 対角制限に
より一変数の保型形式に落として, 一変数
保型形式に対する Sturm の定理を適用する
ことを考え, 成功した. 対角制限を使う方
法では技術的理由から, 総実体が有理数体
上 Galois である仮定を必要とする反面, 
(1) では得られなかったレベルを割る素数
での挙動も確認でき, より強い結果を得る
ことに成功した. 特に, 相対岩澤不変量の
消滅に関する結果も得られたことは大きな



成果と言える. これらの結果については, 
論文としてまとめ, 雑誌に投稿し, 現在査
読中である. また学士院紀要に本内容のア
ナウンスが出版された.  
(3) 上述の (2) で開発した証明のテクニッ
ク は 半 整 数 ウ エ イ ト の  Hilbert 保 型 
newform に対象を変えても機能する. この
場合は, Hilbert 保型形式に対する志村対応
と, Baruch-Mao による Waldspurger 型の定
理の effective version を使う.  
これまでに, 総実数体が有理数体上 Galois 
で次数が奇数, レベルが squarefree で, 
newform が CM form に対応している場合で
は成功している. CM form でない場合にも同
様に示せると考えているが, 他の仮定を外
すことは難しい. また, この結果の系とし
て, Hilbert モジュラーなアーベル多様体の 
Tate-Shrafarevich 群の位数の非可除性ま
で示せると考えている. その為には, 
Hilbert モジュラーなアーベル多様体に対
す る  Manin 定 数 を 定 義 し , Mazur や 
Edixhoven の結果の類似を示す必要がある. 
その証明には志村曲線の CM 点や bad 
reduction を調べる必要があり, 簡単では
ない. 現在も研究中である.  
(4) (1) での結果を使うことで, アーベル多
様体が Hilbert モジュラーであるという仮
定の下では証明が出来ている. しかし, 結
果のインパクトなどを考えると, 保型性の
仮定を外したくなる. これについて, 最近
著 し く 発 展 し て き て い る  potential 
modularity を使うことで, 保型性の仮定を
落とせると考え, 再度検討している. 
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