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研究成果の概要（和文）：トポロジーにおけるStone-Cechコンパクト化に対応するものとして、代数幾何学におけるZa
riski-Riemann空間を特徴付けた。その際に固有射の再定義を行っている。また凸体の幾何学を代数的に定式化するこ
ともできた：すなわちある代数型τが存在して、凸体はτ代数としてみなせることを意味する。これによって凸体に代
数的な手法や定理が適用できるようになる。またそれをさらに発展させ、数論においても代数的整数環のスペクトラム
の数論的コンパクト化の純代数的定式化に成功した。これは上のτ代数を考えると同時にZariski-Riemann空間の構成
法を組み合わせることで可能となる。

研究成果の概要（英文）：We characterized the Zariski-Riemann space (which is treated in Algebraic 
geometry) as an analog of Stone-Cech compactification, which is treated in Topology. We also re-defined 
proper morphisms to reach this goal. Also, we succeeded in formularizing convex geometry in pure 
algebraic manner; this means that there exists an algebraic type ¥tau such that convex polytopes can be 
regarded as a ¥tau-algebra. Furthermore, applying this technique to arithmetics, we succeeded in 
formularizing arithmetic compactification of the spectrum of algebraic integer ring in a pure-algebraic 
manner. This is accomplished by considering the above ¥tau-algebras and the construction of the 
Zariski-Riemann space simultaneously.

研究分野： 代数幾何学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 

Zariski-Riemann 空間（以下 ZR 空間）は
代数幾何学の分野においてはやや特殊な地
位を占める：これはおおまかに言うと３通り
の描写があり、１つ目はある関数体上の付値
（あるいは素点）全体の集合にある代数構造
をいれたもの、２つ目は代数多様体上で爆発
を繰り返した後の極限空間、３つ目は与えら
れた代数多様体の普遍コンパクト化である。 
これらはいずれも考える体が代数体、あるい
は１次元関数体であれば通常の概型（解析化
するとコンパクトリーマン面）となり、古典
的によく研究されてきた。一方で関数体の次
元が２以上になると ZR 空間は局所環付き空
間にはなるが代数多様体として扱えなくな
る。しかし古くよりこの場合でも Zariski は
ZR 空間を特異点解消に用いたり、Nagata 埋
め込みなど通常の代数幾何学にも応用され
てきた。 
現在でも Rigid 幾何学を考える上で ZR 空

間は欠かすことのできない概念の一つであ
る。 
概型の理論は EGA で理論が整備されて以

降、代数幾何学における中心であり続けてき
た。その一方で、従来の代数多様体では対処
できない高度な問題も所々に現れてきてお
り、それに対応するように新たな理論も提唱
されている。代表的なものでは Toen, Lurie
などの提唱する導来代数幾何学などがあ
る：これは概型の理論のベースをなしていた
可換環の理論を DGA、あるいは E∞代数な
どに置き換えて得られるものであるが、例え
ばトポロジカルモジュラーフォームの研究
に向けて開発されたもの（研究途上）である。 
 今回の研究は彼らの理論とはまた方向性
が異なるが、スキーム理論の一般化を目指し
たものである。 
 
２．研究の目的 
 

ZR 空間は有用な概念であるにもかかわら
ず、それに概型としての構造をあたえられな
いが故に異端児扱いされてきた。ならばそも
そも「概型」という舞台設定――圏――その
ものを考えなおしてもいいのではないか。ZR
空間を適切に扱えるような圏を考案するこ
とが当初の目的であった。そして ZR 空間を
概型と同様に扱えるになった後には特異点
解消などの通常の代数幾何学への応用を考
えていくことが想定された研究の道筋であ
った。 
 
３．研究の方法 
 
最初のヒントはトポロジーにあった：与えら
れた位相空間 X に対しては Stone-Cech のコ
ンパクト化βX という、普遍的なコンパクト
ハウスドルフ空間が与えられる:X からコン
パクトHausdorff空間Yへの連続写像f:X →

Yが与えられたとき、ｆは連続写像βX→Yに
一意的に拡張される。(図１) 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図１ Stone-Cech のコンパクト化 

 
これは Tychonoffの補題として知られている
ように、コンパクトハウスドルフ空間の圏が
完備であることに由来する。ここからは
Freyd の随伴関手定理によって随伴関手（言
い換えると、普遍射）が得られるわけである。 
一方、代数幾何学においては「コンパクト性」
に対応する概念として「固有射」というもの
があるが、これは付値判定法によって定義さ
れる(図１)。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図１ 固有射の付値判定法 

 
f:X→S が固有射であるための必要十分条件
は任意の付値環 Vとその商体 Kおよび上の黒
の可換図式について、射 Spec K →X が一意
的に存在して図式全体を可換にする。 
これは次のアナロジーと見たほうが簡明

である：Hausdorff 空間 X がコンパクトであ
る必要十分条件は自然数全体の集合 Nからの
任意の射N →XがβN→Xに一意的に拡張され
ることである。固有射がコンパクト性に対応
するのであれば、Stone-Cech のコンパクト化
のアナロジーが代数幾何学においても存在
することを期待するのは自然である：これが
付値をパラメトライズするZR空間であるが、
これは一般の概型Xに対して実際には概型の
圏では実現できない。 
可換環の圏のみならず、あらゆる代数の圏は 
完備かつ余完備であるのだが、一方でその発
展版である概型の圏は完備ではない。完備性
の障害となっているのは概型の定義そのも
のにある：「局所的にアフィン」という条件
のために有限極限（ファイバー積）しか取る
ことができなくなっていたのである。 
したがって概型の性質を保ちつつ小極限を
とることができる圏（あるいは対象）を考え
た結果、A-概型というものに到達した：これ
は関数の「台」に着目するという自然な発想
の下に生まれた概念で、A-概型の圏は小完備
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かつ余完備であることが判明した。後にこの
概念は局所環付き空間と同値の概念である
こともわかったのだが、局所環付き空間の圏
の考察自身があまり進んでいないというこ
ともあり、研究した結果の価値はさほど減じ
ていない。 
ここからFreydの随伴関手定理よりA-概型

の圏において ZR 空間が構成され、普遍的性
質を持つことがわかる：固有射の概念は概型
の場合の類似で定義できる。 
ただし、ここから先、新しい概念を定義し

て議論を進めようとする場合、常に「定義し
た概念が実際に有効なのかどうか」という問
題がつきまとう。あまりにも色々なことが未
整備のため、具体的な既存の問題解決にはま
だほど遠い状況の中で、定義したものが役に
立つかどうかの指標は実のところ普遍性に
求めるしかない。したがってこれより先、新
しい概念はその圏論的性質、および普遍性を
用いた記述を求める必要が生じてきた。 
例えば、多項式環は環の圏 Ring から集合

の圏Setへの忘却関手の左随伴から自然に生
まれ、所々の良い性質を持っている重要な研
究対象であることは論を俟たない。 
実際、現在既に定着している概念などでも圏
論的性質でその正統性を示されているもの
は実は多くないため、ここに莫大な労力が必
要とされる。また普遍性の記述を求める際に
は、今扱っている「対象」や「圏」をより広
い圏のなかで考えることで初めて普遍性が
見えてくる場合もある。従って、当初はネー
タ可換環の範囲内で考えていたものが、非ネ
ータ、または非可換環の枠組みの中で考える
ようになった。 
 
４．研究成果 
 
研究内容は徐々に当初想定できなかった

方向に発展した：実は概型は可換環だけでは
なく微分次数代数や可換モノイドなどを元
に定義することもできる。可換環はアーベル
群の圏における可換モノイド対象であるが、
この「アーベル群」の部分を他の代数型に置
き換えることで整数論への応用につながっ
た。この代数型に求められる条件は『可換性』
と呼ばれるが、２項演算の通常の意味での可
換性とは異なり、例えば「２：１内分点をと
る」という操作（これは可換性はおろか結合
則も満たさない）も許容される。 
 可換な代数型τが与えられた場合、テンソ
ル積がHom関手の左随伴として自然に定義さ
れる。従ってこのテンソル積に関するモノイ
ド対象として環が自然に定まる。また１つの
元で生成される自由τ代数は自然に可換環
の構造を持つ。これは自由アーベル群 Zが可
換環の構造を持つことの類似である。 
 さらにτ上の可換環 Rについて、そのスペ
クトラムもまた通常の場合と同様に定ま
る：スペクトラムは環から定まる局所環付き
空間であり、その思想は Gelfand-Naimark 双

対を起源に持つ。すなわち、コンパクトハウ
スドルフ空間 X に対して、X 上の複素数値連
続関数全体のなす環 C(X)を対応させる関手
は、コンパクトハウスドルフ空間の圏と可換
C*環との間の半変同値を与える。これと同様
に、可換環 Rが与えられたとき自然にある空
間（スペクトラム）が定まり、R はその上の
関数環とみなせる。 
さらに、概型というものも自然に定義され

る。概型は「局所的にアフィン（環のスペク
トラム）」である局所環付き空間である。 
代数型τを固定した場合に、τ上の環から

定まるスキームの圏に対しては「貼り合わせ」
によって特徴付けられる普遍性で定まるこ
とも筆者は示している。 
さて、「（任意の比で）内分点をとる」とい

う２項演算とメネラウスの定理を公理系と
する代数型τを考えると、ねじれのないτ代
数は凸体に対応し、これまで幾何学的対象と
してのみ扱われてきた凸体が代数的なもの
として捉えられるようになる：これは代数的
な手法を凸体の研究に応用できるようにな
り、また代数的観点から新たな研究テーマも
提供されることを意味する。またτ代数上の
モノイド対象（環）の始対象は付値環と類似
の構造を持ち、その上の加群の振る舞いにも
一定の類似性が見られる：加群の連接性や極
小自由被覆の存在などが挙げられる。また単
因子論に対応する定理が成り立つことも示
している。 
 このことはさらに整数論とつながってい
く。コホモロジーの多くはコンパクトな空間
上、あるいは計量などの付加的条件がないと
有限次元性が保証されない。これが、与えら
れた多様体のコンパクト化が求められる大
きな理由の一つであり、Riemann-Roch はコホ
モロジーの次元の交代和（オイラー標数）の
幾何学的描写である。代数的整数環のスペク
トラムはそのままでは「開いた」曲線であり、
実際には Riemann-Roch などの定理の記述な
どにおいては数論的コンパクト化、すなわち
スペクトラムに無限素点を付け加えること
でコンパクト化とみなした数論的コンパク
ト化を考える。 
しかし無限素点（あるいはそれに対応する

Archimedes 付値）は ad hoc な定義となって
おり、通常の環論に議論が乗りにくい（対照
的に、通常の素イデアルなどは分配格子の理
論とStone双対性から必然的に現れる概念で
ある）。 
 これはアーベル群よりも一般的な代数系
を考えることにより解決する：「中点をとる」
操作は結合的ではないが、可換な代数型τを
なすのでτ上の可換環のスペクトラムを考
えることができる。いまτ上の環の始対象を
R としたときそれは自然な次数構造がはいる
ので射影スペクトラム Proj R を考えること
ができる。これをさらに ZR 空間の構成法の
類似で完備化することによってが手に入る
空間が上述の数論的コンパクト化に一致す



る。これを示す際には Ostrowski の定理の一
般化を用いる。 
従って通常の環だけでなく、τ上の環の加

群の理論の整備が必要となってくるが、その
際に新しい概念の定義をどのようにするか、
という問題が常につきまとう。それは前述の
ように圏論的見地からできるだけ「普遍性」
を以って定義したほうがよい。 
現在標準とされている代数幾何学はネー

タ可換環の理論が基板となっているが、今こ
こで扱おうとしている ZR 空間は局所環が付
値環であり、ネータ環ではないため種々の次
元論が成立しない。従って扱う加群（あるい
は環）のクラスに適切な有限性条件を付加し
なければならない。また一方で圏論的見地か
らは可換環よりも一般の非可換環を考える
ことが自然である：非可換環は対象がただ１
つの加法的圏と同一視できるからである。ま
た森田理論や群作用などを考えるにあたっ
ても非可換環の枠組みで考えたほうがよい。
このように従来の枠組みから一歩拡張した
視点から研究することで初めて、従来の枠組
みの正当性が保証される。実際、各種概念等
の普遍的性質による再定式化はより広い枠
組みで考えなければいけない場面がある（図
３）。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図３ 代数幾何学の拡張可能性 
 
まず非ネータ可換環の方から説明する。体

上の１変数多項式環や有理整数環は単項イ
デアル環であり、その上の有限次整拡大は
Dedekind 環であるが、これらの非ネータ環の
バージョンがそれぞれ Bezout 環、Prufer 環
である：Prufer 環は局所環がすべて付値環と
なっている整域であり、Bezout 環が有限生成
イデアルがすべて単項イデアルとなってい
る整域である。Bezout 環の例としては、有理
数体 Qの代数閉体における Zの整閉包や、複
素平面上の整関数全体のなす環などがある。
さらに Dedekind 環は大域次元が 1 以下とい
う特徴付けができるが、Prufer 環は平坦次元
が 1以下という特徴付けができる。これは平
坦加群が射影加群のフィルター余極限であ
るという Lazard の定理より自然な結論であ
るが、一方で非ネータ Prufer 環の具体的な
構成は基本的に難しい。現在でも「Bezout 環
は基本因子環か？」という素朴な問題が未解
決なのはこのあたりに起因する。 
 これらの環は非ネータであるため、ネータ
可換環で成立する各種次元論が成立しにく

いことは前述したとおりであるが、一方でコ
ヒーレンスまでは保証されるため、コヒーレ
ント加群のみを扱う分には病的な事態は生
じない。例えば付値環（これは Prufer 環で
局所環である）の最小入射余生成子はその構
造の描写が困難であるが、コヒーレント加群
に対して入射性を保つ弱入射生成子は簡単
に表せる。 
 これらの環は ZR 空間と密接な関連がある
とも想定されるが、一方で ZR 空間が局所的
にこれらの環のスペクトラムかどうかは一
般には疑わしい。 
 次 に 非 可 換 環 を 考 察 す る 。 例 え ば
Barr-Beckの定理よりGrothendieckの平坦降
下理論が非可換環の場合にも成立すること
が分かる。また微分加群の存在や不分岐性な
ども非可換環の場合まで拡張できることが
わかる：これらは今までの代数幾何学が少な
からぬ部分で非可換環にまで拡張できる可
能性があることを意味する。また環に対して
ネータ性、あるいは可換性のどちらかを仮定
することで成り立つ定理群が存在すること
も注目に値する。 
ただし実際には非ネータ非可換環という

最も一般的な枠組みで考えようとすると
Leavitt 環などに代表されるように、自由加
群の階数の不変性が保たれなくなるなどの
不都合が生じるため、考える環に何らかの条
件を置く必要がある。また今のところ可換環
の場合のスペクトラムが、非可換環の場合に
は自然に定義されない（ネータ環の場合に定
まる Atom スペクトラムなどいくつかの案は
でている）が、それに対応するものが何であ
るのか、についてはまだ結論は出ていない。 
これらの結果の一部については 
Linear Algebra—from the categorical 

point of view (preprint) 
にまとめている 
（researchmap にて入手可能） 
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