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研究成果の概要（和文）：現代の整数論においては，保型形式と呼ばれるある種の変換公式をみたす関数の研究が大き
なテーマとなっている．多変数の保型形式は一般には解析が非常に難しいが，一変数の保型形式からリフトと呼ばれる
方法で構成される多変数保型形式があり，これは比較的解析が簡単なうえに，多くの興味深い数論的性質を備えている
．今回の研究において，従来から知られていたリフトの構成の拡張について考察をした．

研究成果の概要（英文）：Recentry, for the study of the number theory, investing modular forms, that are 
functions satisfiyng the certain transformation formula, is the main topics. The analisys of the modular 
forms of several variables is difficult in general. However we can construct them by using the methods of 
lifting, from the modular forms of one variable. Such lifts are relatively easy to analysis, and have 
many interesting arithmetic properties. In this study, we extend the results of the lifting, which are 
already known.
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１．研究開始当初の背景

(1) 現在の整数論において，保型形式と呼ばれ

る関数の研究は基本的かつ非常に重要な地位を

占めている．特に保型形式から定まる L関数と

呼ばれる関数は，保型形式の持つ数論的性質を

映し出す鏡のようなものであり，その研究こそ

が現代における整数論の研究といっても過言で

はない．保型形式にも様々なものがあり，最も古

くから研究されてきたものは楕円保型形式と呼

ばれ，多くの結果が得られている．一方で，そ

れを発展させた多変数の保型形式は，多変数ゆ

えの難しさからか，未だ多くのことが解明され

ていない．

(2) 楕円保型形式から多変数の保型形式を構成

する，リフティングと呼ばれる手法がある．こ

れは多変数の保型形式を構成し，元の楕円保型

形式とは L関数を通じて繋がっているという特

徴がある．一番最初に発見されたものは Saito-

Kurokawa リフトと呼ばれ，楕円保型形式から

2次の Siegel保型形式を構成するものであった．

その後，京都大学の池田保氏により，一般の 2n

次の Siegel保型形式を構成する Ikedaリフトと

呼ばれるものが構成された．もともとは Duke-

Imamoglu により存在は予想されていたが，池

田氏は存在を証明したのみならず，具体的な構

成方法まで与えることに成功した．一方で，元

の Saito-Kurokawa リフトはフルモジュラー群

SL(2,Z)に関する保型形式のリフトであったが，
レベル構造を付加し，より小さい群に関する保

型形式のリフトを構成する試みもなされていた．

これに関する結果は大阪大学の伊吹山知義氏に

より完全な形で与えられている．

２．研究の目的

本研究の目的は，池田氏と伊吹山氏の結果を融

合し，レベル付きの楕円保型形式から，レベル

付きの 2n次の Siegel保型形式を構成すること

である．先に述べた通り，もともとの Ikedaリ

フトは Saito-Kurokawaリフトの一般化であり，

次数が 2の場合に制限すると，Saito-Kurokawa

リフトと完全に一致している．よってこの問題

は，次数が 2の場合には伊吹山氏によって既に

解決されていることになっている．しかし 2つ

のリフトは結果的には一致するものの，構成の

仕方が違うため，見かけ上は異なっており，ダ

イレクトに結果が得られるわけではない．Ikeda

リフトのレベル付の場合が得られれば，これは

保型形式の構成に大きく役立つ．さらにフルモ

ジュラーの場合においては，Koecher-Maass級

数の計算や，L関数の特殊値と Petersonノルム

との関係など，数論的に興味深い結果が多く得

られている．それらのレベル付の場合の考察は，

非常に面白い問題であるといえる．

３．研究の方法

(1) レベル付 Ikedaリフトの構成にあたっては，

以下の 2つのステップで行う．

� 伊吹山氏によって得られたレベル付きSaito-

Kurokawaリフトを，Ikedaリフトの構成の

仕方で書き直す．

� 2次のレベル付き Ikedaリフトの結果から，

一般の次数の Ikedaリフトの形を予想し，証

明する．

(2) オリジナルの Ikedaリフトの構成にあたって

は，Eisenstein 級数と呼ばれる特殊な保型形式

が利用されている．正確に述べると，次数 2nの

Siegel-Eisenstein 級数と呼ばれる保型形式を考

え，その Fourier級数展開を計算する．重要な性

質として，Fourier係数は Euler積表示と呼ばれ

る，各素数ごとに定義された因子 (Euler因子と

呼ばれる)の積となることが示される．Siegel保

型形式の Fourier係数は，素数 pに対する Euler

因子 F̃p(X)に，X = p�k�1/2 (保型形式の重さ

を k+nとおいた)を代入することで与えられる

が，Ikedaリフトでは，p�kの代わりに，出発点

となる楕円保型形式の Satakeパラメーター αp

をX に代入することで構成される．

(3) この構成をレベル付の場合に適用するには，

大きな問題が生じる．それはフルモジュラー群

に関する Eisenstein級数はただ一つに定まるが，

レベル付きの場合には cuspの数に応じた，複数

の Eisenstein級数が選べるという点にある．そ

のため，まずは Eisenstein級数のなす空間につ

いての考察が必要となる．

４．研究成果

我々は，レベルを奇素数 pの場合に限定して考

察を行った．

(1)先に述べたとおり，まずはEisenstein級数の

なす空間について調べなくてはならない．次数 2

の場合に伊吹山氏により得られているレベル付の

Saito-Kurokawaリフトであるが，このリフトは

U(p)-作用素と呼ばれる，特別なHecke作用素と

可換であることが伊吹山氏によって示されてい

る．よって，もしこのリフトがEisenstein級数の



言葉でかけるのであれば，当然それはU(p)-固有

関数となっていることが期待される．Eisenstein

級数の空間への U(p)-作用に関しては，以下の

Boechererによる補題が本質的となる．

補題 1 � Ek(Γn
0 (p))で，次数が n, レベルが

pの重さ k の Siegel-Eisenstein級数の空間

を表す．このとき dim Ek(Γn
0 (p))) = n+ 1．

� Ek(Γn
0 (p))における作用素U(p)の固有値は

pjk�j(j+1)/2, 0 ≤ j ≤ n

で与えられる．特に各固有空間は 1次元で

ある．

� En
k (Z) を次数 n，重さが k のフルモジュ

ラー群に関する Eisenstein 級数とすると，

{En
k , En

k |U(p), En
k |U(p2), . . . , En

k |U(pn)}
は，Ek(Γn

0 (p))の基底をなす．

これから次の命題が得られる．

命題 1 � Ẽn
k (Z) = En

k (Z)|
∏n

j=1(U(p) −
pkj�j(j+1)/2) とおく．このとき En

k (Z) ∈
Mk(Γ

n
0 (p))は U(p)-固有関数であり，固有

値は 1である．

� Ẽn
k (Z) の Fourier 係数は，本質的には，

En
k (Z) の Fourier 係数から，Euler p-因子

を取り除いたものとして与えられる．

この Ẽn
k (Z)がレベル付の Ikedaリフトを与える

候補となる．

(2) 構成をより具体的に書くために，記号をいく

つか準備する．まず f を重さが 2kであるHecke

固有な楕円 cusp形式とし，その Fouier展開を

f =
∑

n�1 a(n)q
nで表す (q = e2πiτ )．hを f と

Shimura対応で対応する重さ k+1/2の保型形式

とし，h =
∑

n�1 c(n)q
n をその Fourier展開と

する．hがKohnenのプラス空間に入っていると

いう仮定から，(−1)kn ≡ 0, 1 (mod 4)でなけれ

ば c(n) = 0となる．fの Satakeパラメーターαq

を，各素数 qに対して 1− a(q)qk�1/2+ q2k�1 =

(1− αqq
k�1/2)(1− α�1

q qk�1/2)で定める．

Ikeda リフトの Fourier 係数を具体的に書くた

めに，次のように記号を準備する．B を行列サ

イズが 2n の正定値な半整数対称行列とする．

この B が Fourier 展開のパラメーターとなる．

det(2b) = δBf
2
B と書く．ここで δB は 2次拡大

Q(
√
(−1)n det(2B))/Qの判別式であり，fB > 0

とする．F̃q(B,X)で，次数が 2n, 重さが k + n

の Eisenstein級数E2n
k+nの，Fourier係数の多項

式部分と呼ばれる Eulerq-因子を表す．q - fB な
らば F̃q(B,X) = 1であるため，

∏
q F̃q(B,X)は

すべてのBに対して意味を持つ．さて各Bに対

して

A(B) = c(δB)f
k�1/2
B

∏
qjfB

F̃q(B,αq)

とおく．このとき
∑

B A(B) exp(2πiTr(BZ))は

重さ k+ nの Siegel cusp形式となる．これがオ

リジナルの Ikedaリフトの構成である．

レベル付の場合を考えるには，これを少し修正

する必要がある．使うべき Eisenstien級数は先

に述べた Ẽ2n
k+n であるが，これは E2n

k+n と比べ

ると，Fourier係数から Euler p-因子をとりのぞ

くという違いが生じていた．それを反映させる

ため，以下のような修正を行う．

det(2B) = δ0B(f
0
B)

2とする．ここで，fB = prf 0B,

(p, f 0B) = 1によってf 0Bを定める．すなわち δ0B =

p2rδB である．言い換えると，fB に生じる pべ

きの部分を δ側に押し付けたのが，δ0B , f
0
B であ

る．このとき

K(B) = c(δ0B)(f
0
B)

k�1/2
∏
qjf ′

B

F̃q(B,αq)

とおく．素数に関する積は，q|f 0B としているた
め，仮定より素数 pに関する積は除外されている．

予想 1
∑

B>0 K(B) exp(2πiTr(BZ)) は重さ

k + nの Siegel cusp形式を与えるだろう．

(3) 今回の研究において，次の定理を示した．

定理 1 n = 1，すなわち次数 2の Siegel保型形

式の場合を考える．このとき∑
B

K(B) exp(2πiTr(BZ))

は，伊吹山氏の与えたレベル付き Saito-

Kurokawa リフトと一致する．特に，これは重

さ k + 1の cusp形式である．

すなわち上の予想は，伊吹山氏の与えたレベル付

き Saito-Kurokawaリフトを拡張した予想になっ

ていることがわかる．

上の予想を一般に証明するためには，出発点で

ある楕円保型形式 f が，new formと呼ばれるも



のか，old formであるかを区別して考える必要

がある．f が old formであるとは，f は本質的

にフルモジュラー群に関する保型形式であると

いう意味で，それをあえてレベルが pの保型形

式とみなして持ち上げた時にどうなるか，とい

うことである．伊吹山氏の Saito-Kurokawaリフ

トの拡張の論文では，2つのリフトの関係性が既

に示されていたが，そのままでは高次元の場合

は扱いづらい．これをHecke作用素，特にU(p)-

作用素の言葉で書き直したのが次の命題である．

命題 2 n = 1とする．f をフルモジュラー群に

関する保型形式とし，2つの持ち上げ

F (Z) =
∑
B

A(B) exp(2πiTr(BZ))

G(Z) =
∑
B

K(B) exp(2πiTr(BZ))

を考える．

� V = ⟨F |U(pi) | i ∈ Z�0⟩C とすると，
U(p) の V における作用の固有値は，pk,

pk�1/2αp, p
k�1/2α�1

p で与えられる．

� F (Z)と G(Z)には

G(Z) = p3�2k×

F |(U(p)− pk)(U(p)− pk�1/2(αp + α�1
p ))

という関係がある．

この命題は，逆に伊吹山氏の結果の再証明，す

なわち old form f に関してのGの保型性を示し

ているとも見える．すなわち，一般の次数にお

いても，このタイプの関係性を示すことができ

れば，old form f の保型性を証明したことにな

る．そしてこの命題は，F のU(p)-固有値ですべ

てが統制されているため，次の補題とあわせて，

一般の次数の場合の拡張を強く示唆している．

補題 2 nを一般とする．f をフルモジュラー群

に関する重さ 2kの楕円保型形式，αpを Satake

パラメーターとし，F を f の Ikedaリフト (重

さ k + n)とする．V = ⟨F |U(pi) | i ∈ Z�0⟩C と
すると，V における U(p)作用の固有値は

p(2n�j)j/2+n(k�1/2)αn�j
p , 0 ≤ j ≤ 2n

で与えられる．さらに各固有空間は 1次元である．
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