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研究成果の概要（和文）：円周上の閉曲面束である閉3次元多様体Mの「アミダくじ的パス」というものを考案し、MのZ
同変不変量の構成に応用した。アミダくじ的パスとは、M内のある種の区分的に滑らかな経路であり、曲面束の射影に
関する勾配ベクトル場における積分曲線の近似と見なせる。深谷賢治氏のMorseホモトピー理論の類似で、各辺がアミ
ダくじ的パスであるようなM内の3価グラフを数えることにより、MのZ同変不変量の候補を得た。

研究成果の概要（英文）：We introduced the notion of ``amidakuji-like path'' in a closed 3-manifold M that 
is a surface bundle over the circle and applied it to the construction of a Z-equivariant invariant of M. 
An amidakuji-like path is a piecewise smooth path in M and can be considered as an approximation of an int
egral curve for the gradient vector field of the projection of the surface bundle. As an analogue of Kenji
 Fukaya's Morse homotopy theory, we obtained a candidate for a Z-equivariant invariant by counting 3-valen
t graphs in M whose edges are amidakuji-like paths.
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１．研究開始当初の背景 
 
(1) ホモロジー3 球面に対する普遍有限型不
変 量 と し て 、 M. Kontsevich, G. 
Kuperberg, D. Thurston による配置空
間積分の不変量と、T. Le, 村上順, 大槻
知忠による LMO 不変量の二つが知られ
ていた。大槻氏はさらに、LMO不変量を
改良し、1次ベッチ数が 1の閉 3次元多
様体に対する Z同変不変量を、ある具体
的に記述されたグラフの空間に値を持つ
ものとして定義し、それが従来の不変量
と比べて大幅に強力であることを示して
いた。その後、C. Lescop は 1 次ベッチ
数が 1の閉 3次元多様体の配置空間を使
った位相的な方法により、2 ループグラ
フの Z同変不変量を構成した。本研究で
は、これらの Z同変不変量をさらに理解
し、発展させることを目指した。 
 

(2) また、高次元球面の微分同相群の非安定
域における有理ホモトピー群の構造はほ
とんど知られていなかった。高次元球面
の微分同相群の 1次有理ホモトピー群の
決定のために、Morse軌道空間から決ま
る図式によって表される元からなる部分
群の構造および高次元埋め込みの空間の
有理ホモトピー群を決定することを目指
した。 

 
 
 
２．研究の目的 
 
(1) 筆者は、Morseホモトピー理論を使った

3 次元多様体の不変量の構成（深谷賢治
による）を、ホモロジー球面と自明接続
の場合に、一般次数の 3価グラフサイク
ルに対して拡張していた。(最近、清水達
郎 に よ っ て 、 筆 者 の 不 変 量 が
Kontsevich-Kuperberg-Thurson の不変
量と一致するという筆者の予想が肯定的
に解決された。) 本研究では、Morse ホ
モトピー理論の方法を、正の 1次ベッチ
数を持つ 3次元多様体に対して適用し、
Lescop の同変不変量との関係を明らか
にしながら、新たな不変量を構成するこ
とを目的とした。 

 
(2) 筆者は、5 次元球面の微分同相群の 1 次
有理ホモトピー群において、Morse軌道
空間から決まる図式の群と Zに値を持つ
障害類が全て消えているような元は、2
次元球面の非交和の 5次元ユークリッド
空間への枠付き埋め込みの空間の 2次有
理ホモトピー群の元から、手術を行うこ
とによって実現できることを示していた。
本研究では、図式によって表される元か
らなる部分群の構造と、枠付き埋め込み
の空間の 2次有理ホモトピー群の構造を

決定することにより、5 次元球面の微分
同相群の 1次有理ホモトピー群の構造を
明らかにすることを目的とした。 

 
 
 
３．研究の方法 
 
Kontsevich-Kuperberg-Thurston の構成で
は、ホモロジー3 球面の 2 点配置空間の
Fulton-MacPherson 型コンパクト化におい
て、境界上で標準的な形をした特別な閉 2形
式 (プロパゲーター) が存在することが重
要であった。プロパゲーターのポアンカレ双
対は相対 4 サイクルである。一方、Morse ホ
モトピーの不変量の構成では、Morse 関数の
勾配ベクトル場における2点間の積分曲線の
モジュライ空間のコンパクト化によって与
えられる、2 点配置空間内の 4 チェインを考
える。(清水氏によると、これがプロパゲー
ターのポアンカレ双対の一部となる。) 1 次
ホモロジーが自明であることがプロパゲー
ターの存在のための条件であるため、3 次元
多様体の 1次ベッチ数が正の場合には、以上
の方法をそのまま適用することはできない。
本研究では、Morse 関数の代わりに円周に値
を持つMorse関数の勾配ベクトル場における
2 点間の積分曲線のモジュライ空間 (コンパ
クトでない ) を考え、これを使って
well-defined な不変量を得ようとした。 
 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 円周上の曲面束である閉 3 次元多様体 M
（この場合、射影が、非特異な円周値
Morse 関数となる）において、「アミダく
じ的パス」というものを考え、それらの
モジュライ空間によって、M の 2 点配置
空間の、有理関数体を係数とするねじれ
相対ホモロジーの4次のクラスを具体的
に与えた。このクラスに属する 4チェイ
ンで、境界上で標準的な形をしたもの
（同変プロパゲーター）の存在が Lescop
によって示されていたが、筆者のモジュ
ライ空間が、同変プロパゲーターをある
意味で具体的に与えていることを証明
した。この成果については、Kavli IPMU
で開催された研究集会  Floer and 
Novikov homology, contact topology 
and related topics やセミナー等で講演
し、論文(プレプリント)にまとめた。本
研究の期間中に出版された論文はない
が、本研究にかかわるプレプリントが 2
編あり、準備中の論文が 1編ある。この
成果により、ベッチ数が正の 3次元多様
体に対する新たな普遍摂動的不変量の
発見や、配置空間のねじれホモロジーの
研究にも応用が期待される。 



 
(2) 5 次元球面の微分同相群の有理ホモトピ
ー群については、(1)で予想外の進展が
あり、それに集中したこともあり、こち
らが計画通りに運ばなかったことは残
念である。しかし筆者は、いずれ 2つの
テーマを統一するという構想をもって
いるため、微分同相群の有理ホモトピー
群の決定は、今後の重要な課題である。
本研究では、研究協力者の境圭一と共に、
埋め込みの空間の非安定域におけるホ
モトピー群の研究を行い、2 ループグラ
フサイクルに対応する、埋め込みの空間
上のコサイクルを構成し、ホモトピー群
で対応する部分の非自明性に関する予
想を得た。埋め込みの空間のホモトピー
群については、今後境氏と共に、
Goodwillie-Weiss の関手微積分をより
深く理解し、非安定域の埋め込みの空間
の有理ホモトピー群を決定することを
目指す。 
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