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研究成果の概要（和文）：微分方程式の特異点論的研究として、定性理論の研究を行い、クレロー型の１階常微分方程
式系の生成的な分類を行いました。また、implicitなｎ階常微分方程式の理論を用いて、特異点を許容する１階常微分
方程式の完全解の定式化とその存在性、完全積分可能なimplicitな２階常微分方程式の型の分類を行いました。
　微分幾何学への応用として、ルジャンドル曲線の理論構築を行い、ルジャンドル曲率における存在と一意性の証明を
行いました。また、縮閉線や伸開線などの幾何学的性質を研究しました。さらに、幾何構造に付随した双対性と三対生
の研究を行い、生成的な接線曲面の分類や幾何学的性質の研究を行いました。

研究成果の概要（英文）：As applications of singularity theory, we have studied a qualitative theory for im
plicit ordinary differential equations. We gave a generic classification of semi-local first order ordinar
y differential equations of Clairaut type. Moreover, we defined complete solutions for singular first orde
r ordinary differential equations and gave its an existence condition. We also gave types of completely in
tegrable implicit second order ordinary differential equations.
 As applications to differential geometry, we have studied a theory of Legendre curves. We gave the existe
nce and the uniqueness for Legendre curves via Legendre curvatures. By using the Legendre curvature, we in
vestigated the evolutes and the involutes. Moreover, we gave a generic classifications of tangent surfaces
 associated with G2 and D4 geometries.
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１．研究開始当初の背景 
 特異点論、特に写像の特異点論は H. 
Whitney に始まり、J. Milnor、R. Thom、J. 
Mather 等の研究により多様体の性質や写像
の性質を研究するために考察されたもので
あり、多様体や写像のはめ込み、埋め込み、
モース理論、カタストロフ理論、開折理論等
は、幾何・トポロジーはもちろんのこと代数
や解析における分野とも関わりがあります。
特異点論はその汎用性により様々な分野と
関わりがあり、特異点論とその応用は期待さ
れる分野です。 
（１）微分方程式の特異点論的研究： 
 Implicit な常微分方程式の定性理論は、特
異点を持つ場合がある特異解の存在により
特異点論の理論が必要不可欠であり、そのた
め研究があまりありません。また、一般解の
定義に曖昧さがあることは古くから知られ
ています。代表者(高橋)は implicit な常微
分方程式に対して、一般化された完全解とし
て一般解に対応する定義を与えました。また、
ルジャンドル特異点論の１つの応用として、
完全積分可能な１階偏(常)微分方程式への
研究があり、完全積分可能なホロノミック系
の１階偏微分方程式やその分岐に対する生
成的な分類結果があります。一方で、一般的
には方程式曲面が部分多様体の場合を考え
ますが、特異点を持つ場合に対して定性理論
の研究はほとんどありません。 
（２）微分幾何学の特異点論的研究： 
微分幾何学や物理学等に付随した微分方

程式の解の存在や性質は古くから研究され
ており現在も活発に研究されています。例え
ば、曲率の変化に従い曲線が動く曲線短縮方
程式や平均曲率流方程式など様々な研究が
あります。しかし、特異点がある場合は曲率
自体が発散してしまうため、方程式自体が定
義されず、今までの手法ではそれ以上の大域
的な解析は出来ません。そこで特異点論的手
法・考察により特異点が現れる場合に対して
定式化を行い、解の存在と性質の研究を行い
ます。また、ルジャンドル・ヌル双対性を用
いてルジャンドル曲線とヌル曲線の接線曲
面の特異点の対応を研究しました。この双対
性に付随する微分方程式の解の構造を研究
することは自然であり、双対性には特異点が
現れますので特異点論的手法・考察が必要と
なります。 
 
２．研究の目的 
 本研究課題「微分方程式の特異点論的研究
と微分幾何学への応用」では、特異点論的手
法・考察を用いて、微分方程式に対する定性
理論の構築と微分幾何学に対する微分方程
式と特異点論の応用を行うことが目的です。
具体的に次の事柄について研究を行います。 
（１）微分方程式の特異点論的研究： 
① Implicit な１階常微分方程式系に対し
て、完全解の定義と存在条件を考察し、完全
解に付随する特異解を持つための条件、接触

特異点集合の特徴づけ、完全特異解の存在条
件等、implicit な１階常微分方程式系の定性
的な性質を明らかにすることが目的です。さ
らに、完全積分可能な implicit な常微分方
程式系に対して分類問題を考察し生成的な
分類を行い、解の様子を具体的に記述します。 
② 特異点を許容する微分方程式の例とし
て確定(不確定)特異点を持つ微分方程式が
ありますが、本研究ではこの場合を含む
implicit な常微分方程式に対して、方程式曲
面自体が特異点を持つ場合に研究を行い、完
全解の定義と存在条件を具体的に記述する
ことが目的です。 
（２）微分幾何学への応用： 
① 初期曲線が埋め込みの場合、曲線短縮方
程式の解曲線は特異点を持たず、そのまま点
に変形することが知られています。また、は
め込みの場合は途中の解曲線に特異点が現
れることが知られており、爆発の様子などは
解析的手法により研究されています。しかし、
その後の大域的な解の存在や性質、特異点の
分岐の様子は今までの解析的手法では明ら
かにされていません。そこで、特異点が現れ
る場合に対して大域的な解の存在や性質、特
異点の分岐の様子を明らかにすることが目
的です。さらに、初期曲線が特異点を持つ場
合には、方程式自体が曲率により定義されて
いますので意味を持ちませんが、この場合に
おいても特異曲率やルジャンドル曲率を用
いることにより定式化を行い、特異点がある
場合に対して解の存在と性質を明らかにす
ることが目的です。 
② ルジャンドル・ヌル双対性の幾何構造か
ら現れる微分方程式として、次の３つが挙げ
られます。１つはエンゲル構造・接触構造に
付随した正規３階常微分方程式であり、カル
タン等の方法により不変量や性質が調べら
れています。残りの２つはラグランジュ・グ
ラスマンに付随した特別な２階の連立偏微
分方程式と３次元ミンコフスキー空間のコ
ーン場に付随した１階のアイコナル方程式
です。これらの偏微分方程式の解は知られて
いますが、解の具体的な構成法や性質、不変
量をルジャンドル・ヌル双対性の立場から研
究し明らかにすることが目的です。さらに、
別の幾何構造に付随する双対性に対しても
研究を行います。 
 
３．研究の方法 
（１）微分方程式の特異点論的研究： 
① Implicit な１階常微分方程式系を具体
的に１つは多様体の接空間からの写像の零
点集合として、もう１つはある１階のジェッ
トバンドルの部分多様体として捉えます。前
者の場合は完全解等をラグランジュ特異点
論を用いることにより研究し、存在条件を考
察します。さらに、射影化することによって
ルジャンドル特異点論を用いて完全解を捉
えます。一方、後者の場合は単独の常微分方
程式の理論がありますので、拡張することで



完全解等を定義し、存在条件を考察します。
さらに、２つの関係を考察し、それぞれの定
義や条件の意味を調べます。うまくいかない
場合 implicit な高階の常微分方程式は、
implicit な１階常微分方程式系とも考える
ことが出来ますので、高階の常微分方程式に
対する理論を用いて、１階常微分方程式系を
調べることで研究を推進します。また、射影
化した implicit な１階常微分方程式系は多
重写像(multi-germ)の像として考えること
が出来ますので、写像の特異点論を応用して
研究することが自然であり、方法は整ってい
ると言えます。この場合、生成的な分類はル
ジャンドル特異点論の母関数族の理論を応
用することにより実行できると思われます。
単独の１階常微分方程式に対して生成的な
分類やその分岐の分類を研究してきました
ので、これらの理論が implicit な１階常微
分方程式系に適応できるかどうか調べます。 
② 高階の implicit な常微分方程式の理論
を用いることで、特別な implicit な常微分
方程式を射影することにより方程式曲面が
特異点を持つ implicit な微分方程式を捉え
ることが出来ます。このことにより完全解の
定義ができ、存在条件を調べることが可能と
なります。具体例として確定(不確定)特異点
を持つ微分方程式がありますので、これらを
用いて理論の確認を行い、性質を調べます。 
（２）微分幾何学への応用： 
① 曲線をルジャンドル曲線に持ち上げて、
３次元接触多様体にて曲線短縮方程式に対
応する微分方程式を考え、その射影として元
の曲線を捉えます。すると、曲線に特異点が
ある場合でも、上のルジャンドル曲線は、は
め込みなので特異点はなく解析が出来るよ
うに思われます。曲線は、はめ込みなので曲
線のフルネ・セレ型の公式とルジャンドル曲
線のフルネ・セレ型の公式が作れ、その対応
関係を調べることにより、対応する微分方程
式を作り大域解の存在や性質、特異点の分岐
の様子を解析します。そのため、ルジャンド
ル曲線の理論の構築を行います。 
② エンゲル・ルジャンドル変換と偏微分方
程式は分かっていますので、偏微分方程式の
解を変換した場合どのような性質を満たす
のかを調べれば良いことになります。幾何構
造に付随していますので、それぞれの対応す
る幾何構造の言葉で解や不変量の性質を記
述します。また、幾何構造をＢ２（Ｃ２）に
付随する構造と捉えることにより、別の新た
な幾何構造に付随する双対性の研究を行い
ます。 
 
４．研究成果 
（１）微分方程式の特異点論的研究： 
① Implicitなn階常微分方程式の特異性に
注目し特異点論的考察により、幾何学的解の
存在定理や完全積分可能であるための必要
十分条件が得られました。 
② １階常微分方程式系としてクレロー型

の多重芽の生成的な分類結果を写像の多重
芽の理論を用いることにより得られました。
また、完全積分可能な多重芽の生成的な分類
に対して母関数族を用いることにより研究
を行いました。しかし、全ての生成的な分類
結果を得られたわけではありませんので、今
後の課題となります。 
③ Implicit な１階常微分方程式に対して、
implicit なｎ階常微分方程式の理論を用い
て、方程式曲面が特異点を持つ場合の完全解
の定義とその存在条件を与えました。 
④ 完全積分可能な２階常微分方程式に対
して、完全解だけではなく、完全特異解など
全ての型の分類を行い、それぞれの型に対し
て性質や解の存在条件を求めました。 
（２）微分方程式への応用： 
① ルジャンドル曲線の曲率を２つの関数
の組として導入し、ルジャンドル曲線の存在
と一意性を証明しました。これは正則曲線の
基本定理に対応するものであり、特異点を持
つ平面曲線に対する基本定理と言えます。ま
た、ルジャンドル曲線の曲率を用いて対応す
る曲線短縮方程式を導出しました。今後の課
題として、この方程式の性質や解の構造の研
究を行います。 
② ルジャンドル曲線の曲率を用いること
により、特異点を持つ曲線として変曲点を持
たないフロントの縮閉線と伸開線を定義し、
これらがルジャンドル曲線の曲率の微分と
積分に対応することが分かりました。また、
変曲点を持つ場合は、フロントではなくフロ
ンタルの縮閉線と伸開線を条件のもとで定
義し、その存在条件や円との接触の様子など
幾何学的性質を明らかにしました。 
③ ルジャンドル特異点論とラグランジュ
特異点論の関係に対して母関数族を考察す
ることで、波面と焦面の関係を明らかにしま
した。その結果、距離２乗関数を用いること
により、元の部分多様体の焦面と管状近傍の
超曲面の焦面が一致することを証明しまし
た。また、高さ関数を用いることでペダル葉
相とガウス写像の幾何学的意味を与えまし
た。 
④ ルジャンドル・ヌル双対性は幾何構造が
Ｂ２（Ｃ２）に対応する双対性ですが、幾何
構造がＧ２とＤ４に対応する双対性と三対
性の研究を行い、その幾何学的性質や生成的
な接線曲面の分類、双対性や三対性に基づい
た偏微分方程式を与えました。 
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