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研究成果の概要（和文）：特異点の判定法に関して、定義域と像域の次元が異なるモラン特異点に関して使いやすい判
定法を示した。余階数１の写像芽に関して、特異点集合を特徴付ける関数の作り方を開発し、それを用いてモラン写像
の遺伝子型と開折の条件を引き出した。また、ランフォイドカスプ辺に関して使いやすい判定法を作った。
判定法の応用及び、特異点を持つ曲面の研究に関して、波面の内的な定式化である連接接束の概念を導入し、その実現
性及び、閉曲面の波面についてガウス・ボンネ型の定理を示した。また、3次元球面内の曲面の双対性を用いてガウス
写像が曲線となる曲面がカスプ辺と燕の尾特異点を持つ条件を明らかにし、特異点の条件の双対性を示した。

研究成果の概要（英文）：This research was forcused on two things.
First one is criteria for singularities. About this, we got a useful criteria for Morin singulariteis 
where the dimensions of source and target are different. We made a mathod to construct functions which 
characterize the singular set of given map, and using it, we got conditions for Morin singularities. 
Moreover, criteria for rhamphid cusp is obtained.
Second one is to investigate surfaces with singularity using criteria for singularities. We construct a 
notion ``coherent tangent bundle'', giving an intrinsic formulation for wave fronts. We show Gauss-Bonnet 
type theorem for it and give several other applications. Furthermore, using a duality between surfaces in 
3-sphere, we study conditions for cuspidal edge and swallowtail of surface whose Gauss map is a curve. 
Moreover, we show duality of conditions of singularities.

研究分野： 微分トポロジー

キーワード： 特異点　特異点の認識問題　カスプ辺　ガウス写像
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１．研究開始当初の背景 
 
 数学的対象を研究する際、その特異点を
調べるのが一つの正道である。特異点とは、
他と異なっている点という意味であり、
様々な数学の理論は特異点を調べていると
思うことができる。微分可能写像の特異点
論は写像の特異点付近における振る舞いを
調べる理論であり、ホイットニー、トムに
よって創始され、マザーによって'70 年代前
半までに整備された。そしてその後も発展
が続いている。 
研究開始当初、部分多様体の微分幾何学、
接触幾何学やシンプレクティック幾何学、
微分方程式の解、特異点を持つ図形の幾何
学などにあらわれる特異性を微分可能写像
の特異点としてとらえ、研究する手法が確
立しつつあった。応募者は頻繁に現れる特
異点の判定法をつくり、各状況に応じて与
えられた特異点を持つための条件を具体的
に表示して幾何学的意味を調べることで、
これらの研究を行ってきたが、これに対し
てさらに多くの特異点の判定法を作り、応
用する必要性を感じていた。そこで研究代
表者は、様々な特異点の判定法を新たにつ
くり、それを応用して様々な特異点を持つ
幾何学的対象を調べるという本研究を行う
ことにした。 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的は大きく分けて２つあった。
一つは様々な特異点の使いやすい判定法を
つくることで、もう一つは本研究課題で新
たに得られた、またはすでに得られている
特異点の判定法を応用して、特異点をもつ
幾何学的対象の性質を調べることである。
特異点を持たない曲面について、曲面の
様々な変換が定義されている。それらの変
換は特異点を持つことがあるが、その特異
点の違いはもとの曲面とその変換の幾何的
性質を明らかにする。例えば平行曲面やガ
ウス写像をとるということもそうであるし、
近年、ルジャンドル双対性やリー球面幾何
学等の文脈から様々な変換が考えられ、注
目されている。判定法の応用は、このよう
なものに対して判定法を応用して新たな幾
何学的性質を発見することが目的であった。
使いやすい判定法を作ることは、まだ判定
法が得られていない特異点に関して与えら
れた写像のジェットの情報のみを用いて計
算できるような、判定法を作ることが目的
であった。 
 
３．研究の方法 
 
特異点の判定法に関して、まず特異点論を
低次元の場合に特化することを考える。マ
ザーの割り算定理を変数が２個の場合に限

定して強化した定理を作る。それを利用し
て特異点を持つ関数や多変数関数の特異点
付近の高次の項の振る舞いをしらべ、判定
法を作る。応用に関しては、すでにある変
換や意味深いと思われる変換を考察したり、
研究連絡・研究集会や文献を通して様々な
変換の知識を得て、変換を考え、判定法を
応用して特異点を調べる。特異点論及びそ
の応用をテーマとして開催される国内・国外
の研究集会に積極的に参加し、成果発表を行
い、参加者からの助言やアドバイスを参考に
する。他の研究者の発表も聞き、新しい研究
情報を仕入れる。また、特異点論について深
い知識を有する国内・国外の研究者を訪問し、
研究連絡を重ねる。 
 
４．研究成果 
 
特異点の判定法に関しては以下の結果を得
た。 
(1) 定義域の次元よりも像域の次元が大き
いようなモラン特異点に対して判定法を作
った。この場合はヤコビ行列が正方行列で
ないため、従来のような特異点集合を特徴
付ける関数が得られないことから判定法は
なかった。本研究では特異点を特徴付ける
関数の組を構成し、それを使って判定法を
書いた。その結果は関数の組の、写像の微
分の核方向を与えるベクトル場による高階
の微分を用いて現れており、目標であった
与えられた写像のジェットの言葉のみを用
いて特徴づけることができただけでなく、
モラン特異点の特徴を反映する形に書かれ
ている。応用として、線織写像にあらわれ
る特異点と、線織写像の締活線との関係に
ついて知られていた結果に簡単な別証明を
与えた。さらに、写像芽に対して、A イソ
トピーなる概念を導入し、モラン写像の A 
イソトピー類の個数を調べ、個数は最大次
数をもつモラン写像の A イソトピー類の個
数は次元に関して４ごとに周期的となるこ
とを示した。 
さらに (2,5)-カスプ辺と呼ばれる特異点に
対して、使いやすい判定法を作った。この
特異点は有限確定でないが、特異点上で微
分写像の核を与えるベクトル場を特別なも
のにとることにより、かなり使いやすい条
件を与えた。これはミンコフスキ空間内の
平均曲率一定曲面の研究に応用されてい
る。 
 
特異点の判定法の応用に関しては以下の結
果を得た。 
(2) 3 次元球面内の曲面とそのガウス写像に
ついて、双対性を利用してガウス写像が退
化する場合の曲面の性質について調べた。
そのような曲面は大円が動いてできる軌跡
となるが、その曲面がカスプ辺と燕の尾特
異点を持つ条件を明らかにした。さらに特
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異点の条件の双対性を明らかにし、生成的
特異点を決定した。 
 
(3) 波面の幾何学に関して、多様体上のベ
クトル束と接続の概念を用いて、波面の内
的な定式化である連接接束の概念を導入し、
それが定曲率空間への超曲面の波面として
実現できることを示した。またこれを用い
て閉曲面の波面についてガウス・ボンネ型
の定理を示した。もともとの波面とその双
対に対してガウス・ボンネ型の定理を考え
ることにより、合計４つのガウス・ボンネ
型の定理を得ることができ、これらを組み
合わせて特異点を持たない曲面に対しても
新しい結果を得ることができた。 
 
(4) 特異点を持つ曲面に関して、ケンデリ
ンク型の定理を示した。特異点を持つ曲面
は一般にガウス曲率は発散している。しか
し波面の性質を用いると、ガウス曲率測度
を考えるとそれは定義されていることを示
すことができる。また、特異点を持つ平面
曲線にも同じことが言え、ケンデリンク型
の定理を考察することができる。３次元空
間型の場合に切り口と射影の特異点の概念
を定式化して、測度のウェッジ積としてケ
ンデリンク型の定理を示した。 
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