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研究成果の概要（和文）：超平面配置は組合せ論、表現論、トポロジー、代数幾何など数学の様々

な分野で現れる共通の構造で、最近は統計学などでも使われている。超平面配置の様々な性質

が組合せ論的に決定できるか、またどのように記述できるか、を問うことがこの分野の基本問

題の一つである。吉永は局所系係数ホモロジーに対して、極小性やモジュライ空間といった最

近進展のあった知見を使って上記の問題を扱い、新たな局所系係数ホモロジーの新たな計算方

法、ミルナーファイバーの定性的性質、自由性の新たな特徴付けなどの結果を得た。 
 
研究成果の概要（英文）：Hyperplane arrangements appear many branches of mathematics 
including combinatorics, representation theory, topology, etc. One of main problems is to 
decide to what extent the structures of arrangements are determined by the combinatorial 
structures. We have stdudied local system homology groups based on the recent 
developments of the irreducibility of the moduli space of line arrangements and minimal 
cell structures. We have obtained new algorithm computing local system homology, several 
qualitative results on the Milnor fibers and new characterization for the freeness.  
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１．研究開始当初の背景 
超平面配置に付随した空間（補集合やミルナ
ーファイバーなど）の幾何学的不変量が、超
平面配置の組合せ論的性質で決定できるか
どうかというタイプの問題が数多く論じら
れている。肯定的な結果としては、交叉半順
序集合を使った Orlik-Solomon による補集
合のコホモロジー環の記述や有向マトロイ
ドの構造を使った Deligneや Salvettiによる
ホモトピー型の決定がある。一方、Rybnikov
により、交叉半順序集合だけでは補集合の基
本群は決定できないことが知られている。コ
ホモロジー環や基本群の間で、どのような幾

何学的情報が交叉半順序集合の組合せ論的
情報から決定できるかを明らかにすること
は超平面配置研究の中心課題である。また、
超平面配置の自由性が組合せ論的に決定で
きるであろうという「寺尾予想」も長らく未
解決である。この問題は対数的ベクトル場の
層という射影空間上の反射層の分裂を組合
せ論的に特徴付ける問題であり、代数幾何的
な側面とも関係している。 
 
２．研究の目的 
超平面配置の補集合の局所系係数コホモロ
ジーは、超幾何関数を高次元化する際に使わ
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れるなど、応用上も重要な研究対象であるが、
組合せ論的に決定できるかどうかは分かっ
ていない。超平面配置のトポロジーにおける
重要課題である。局所系係数コホモロジーの
組合せ論的決定性は二次元の場合にも分か
っておらず、これを証明、反例の両面から両
面から研究を進める。 
超平面配置の自由性の自由性は制限の多重
配置に自由性と密接にかかわっており、この
観点から「寺尾予想」を視野に入れつつ自由
配置の理解を深める。 
 
３．研究の方法 
局所系係数ホモロジーが組合せ論的に決定
できない例があるとすれば、指定された組合
せ論的構造を持つ超平面配置のモジュライ
空間の非連結性と関係していることが知ら
れている。局所系係数コホモロジーの組合せ
論的決定性に対する反例を探索するとなれ
ば、次の二点が重要である(1)対応するモジュ
ライ空間が非連結となる直線配置の構成、(2)
局所系係数コホモロジーの効率的な計算。 
直線配置に対しては、このモジュライ空間は
1994 年に Jiang-Yau 等によって研究が始め
られていたが、2010 年の Nazir-Yoshinaga
の研究による進展があった。このため、モジ
ュライ空間が非連結な直線配置の例が網羅
的に構成できるようになった。これは(1)に関
係している。また、吉永は以前から極小セル
分割という特殊なセル分割を使った、実超平
面配置の補集合のトポロジーの研究を続け
ており、これを二次元に特化することで、(2)
の進展も見込まれる。これら最近の知見を用
いることで、実直線配置の補集合に対して、
(1), (2) の難点を克服することができ、反例
探しが大幅に進むことが見込まれる。反例が
見つからない場合は、組合せ論的決定性が、
既知の範囲よりも広い範囲で成り立ってい
ることを意味するので、合理的な理由を探る
ことで、組合せ論的決定性に関する知見を深
めることができる。 
自由配置の研究に関しては吉永が 2004 年に
行った「制限の多重自由性を使った自由性の
特徴付け」を一般化する研究が Schulze や
Abe らによって行われている。最近の進展を
整理・統合することで、問題を整理し多重配
置を使った自由性の研究の観点から寺尾予
想にアプローチする。 
 
４．研究成果 
(1) 上記方針に沿って、20 本程度以下の多く
のモジュライが非連結となる例を構成しそ
れらにに対して、計算機による局所系係数コ
ホモロジーの計算を遂行したが、これまでの
所、全ての例で組合せ論的に決定されている
ことが観察された。 
 

(2)これまでの極小セル分割の研究を継続し
ておこない、基本群の特殊な表示である「極
小正表示」を持つことを示した。「極小正表
示」は全ての関係式が「長さの等しい二つの
正のワードの等号」という特殊形をしている。
これは組みひも群の表示と似た形をしてお
り、基本群の定性的な性質を調べるための応
用が期待できる。一つの応用として、群の語
問題の可解性と同値な語の組合せ論的命題
を定式化した。 
 
(3) 極小セル分割の応用として、直線配置の
補集合の局所系係数コホモロジーを計算す
るアルゴリズム「共鳴バンド法」を考案した。
このアルゴリズムは Chamber の隣接関係とい
う実構造を使うため、実数体上定義された直
線配置にしか適用できないが、この場合には
既存の計算方法よりも著しく効果的に局所
系係数コホモロジーが計算できることが分
かった。例えば Deleted B3 配置と呼ばれて
いる直線配置の局所系係数コホモロジーの
計算（より正確には、局所系のモジュライ空
間である指標トーラスのなかで局所系コホ
モロジーが消えない局所系に対応する点の
集合（特性多様体）の決定）に適用すると、
これまでは計算機を使って行われていた計
算が手計算で出来ることが分かった。局所系
係数コホモロジーが組合せ論的に決定でき
る直線配置のクラスが新たに見つかった。 
 
(4)上記「共鳴バンド法」を特殊な局所系に
適用することで、直線配置のミルナーファイ
バーのベッチ数（正確にはホモロジー群のモ
ノドロミー固有空間）を求めるアルゴリズム
が得られる。このアルゴリズムは、実構造を
使うが、直観的にも大変分かりやすい形をし
ており、ミルナーファイバーの定性的な性質
を調べることにも威力を発揮している。例え
ば、Libgober によって得られていた、無限
遠直線上の交点の個数に関する性質を直ち
に一般化することができ、モノドロミー固有
値の重複度の新しい上限を与えた。また、A3
配置がミルナーファイバーのモノドロミー
の非自明性と無限遠直線上での交点の個数
だけで特徴付けられることも分かった。 
 
(5) 超平面配置の自由性に関しては２００
４年の吉永の研究以来、制限の多重配置の自
由性を使った研究が盛んになされている。特
に３次元の場合は、特性多項式と制限の多重
特性多項が一致することにより、元の配置の
自由性が示されることが分かっている。最近
になって Schulze により、この結果は４次元
に拡張されていたが、今回阿部拓郎氏（京都
大学）との共同研究により、一般地毛で成り
立つこと、さらに特性多項式全体は必要なく、
二番目の係数だけ一致していれば十分であ



ることが分かった。これは２００４年頃の知
見では予想もできなかった強い結果と言え
る。 
 
(6)３次元超平面配置の自由性は、射影平面
上のある種のベクトル束の分裂問題と同値
である。「分裂問題」は代数幾何では古典的
に良く研究されている。超平面配置の自由性
の研究と分裂問題の間の類似性を明らかに
する研究を行った。そのために、片方で知ら
れていることを、もう一方に移すという作業
をいくつかの結果に関して行った。これらは
必ずしも新しい結果と言うわけではないが、
問題を整理し、未解決問題の本質的な難点を
明らかにする上で意味があると思われる。具
体的には、(i)超平面配置の自由性に関して
「齋藤の判定法」として知られている判定法
を、ベクトル束の分裂問題に対しても定式化
した。(ii) ベクトル束の Chern クラスを大
域切断の次元を使って記述する公式を得た。
(iii) Yuzvinsky が「超平面配置のモジュラ
イ空間の中で自由配置は Zariski 開集合をな
す」ことを証明しているが、この事実に対し
て、別証明を与えた。 
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