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研究成果の概要（和文）：当該分野の有名な未解決問題である「３次元多様体の量子不変量のカ

テゴリー化」に向けて有効な基礎理論を構築した。本問題では、紐から決まる量が２種類の変

形操作を K1 と K2 で変わらない量を取り出すことがポイントであるが、主に次の結果を得た。

（１）K1は知られているカテゴリー化の次数のスライドに対応することを明らかにした。（２）

K２で変わらない性質を満たすものを、知られているカテゴリー化の一般化の再構成から導い

た。（３）（２）で構成した副産物として、基本的な幾何操作の新たな数学的記述を明確に与え

た。

研究成果の概要（英文）：This study gave a fundamental theory contributing to attack the
famous open problem: “Categorificaiton of quantum invariants of 3-manifolds”. The key
point to solve the problem is that we consider the possibility to define invariants under two
kinds of operations, denoted by K1 and K2. The main three results are as follows. (1) We
reveal that K1 corresponds to sliding grades of a known categorification. (2) We obtain the
objects that are invariant under K2 by redefining a generalization of known
categorification. (3) We gave an explicit description of a geometric operation derived from
(2).
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１．研究開始当初の背景
結び目とは閉じた紐のことであり、紐が２つ
以上有限個あるときは絡み目と呼ぶ。2000
年前後から「結び目の量子不変量のカテゴリ
ー化」という概念が盛んに研究されるように
なった。結び目から決まる量の中でも「量子
不変量」と呼ばれるものは物理と密接な関連
があるものである。このような「結び目の量
子不変量」にはジョーンズによって導入され
た量、ジョーンズ多項式が代表例としてある。
ジョーンズ多項式は多項式であるが、2000

年頃、ホバノフにより、これらの係数をオイ
ラー数とするホモロジーが構成された。これ
から新たなホモロジーによる結び目理論の
展開が始まったのである。
２．研究の目的
良い３次元の図形の数学名称である、「向き
付け可能な閉３次元多様体（以下、単に３次
元多様体と呼ぶ）」は、平べったい紐、すな
わち帯状の結び目や絡み目で表示される。２
つの３次元多様体が同値であることは、それ
ぞれに対応する２つの結び目を使った表示
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が、ある２種類の変形操作で移り合うことと
同値である。このような２種類の変形操作で
変わらない、紐で決まる量は専門用語では
「３次元多様体の不変量」と呼ばれる。結び
目の時と同様に、物理的な背景からある一定
の考え方で組織的に得られる量は、やはり
「量子不変量」と呼ばれ、中でもウィッテン
によるものはよく知られている。本研究では
ICM で紹介された、有名な未解決問題である
「３次元多様体の量子不変量のカテゴリー
化」と解くことを目標とした。その過程で、
有用な基礎理論の構築を目指した。
３．研究の方法
研究代表者は上記の２種類の変形操作に対
してホバノフのホモロジーがどのような振
る舞いをするか詳しく調べた。また、目標物
の構成要素となると思われるものを改良し
た。より具体的に専門用語を用いて述べると、
３次元多様体の量子不変量であるウィッテ
ン・レシェティキン・トゥラエフ不変量を考
え、対応する結び目の量子不変量であるジョ
ーンズ多項式及びその一般化である色つき
ジョーンズ多項式を考察した。
４．研究成果
（１）具体的な成果の数学的内容
研究成果を具体的に述べるために、ジョーン
ズ多項式に対応したカテゴリー化であるホ
モロジー群を KH(J)、色つきジョーンズ多項
式を導く、研究代表者による新しいカテゴリ
ー化を KH(CJ)と書き、上記の３次元多様体を
変えない２種類の変形操作を K1、K2 と書く
ことにする。本研究により、主に次の３つの
結果を得た。
[1]K1 は Kh(J)の次数がある規則でスライド
することに対応する。
[2]いくつかの Kh(CJ)を足し上げたもの（直
和）は K2 で不変である。
[3]１本の紐を n 重に平行に増やした Kh(J)
を生み出す、複体という専門用語で呼ばれる
幾何的対象を CKh(J, n)と書くとき、CKh(J,
n)から CKh(J, n-2)への関手（ある対象から
別の対象に類似の構造を移すもの）を構成し
た。
（２）研究代表者は谷山公規教授（早稲田大
学教育学部）と 2011 年 8 月に研究集会「結
び目の量子不変量とそのカテゴリー化」を開
催した。これは本研究課題「３次元多様体の
量子不変量のカテゴリー化」の最初のステッ
プとして５人の研究者を招待し、講演して頂
いた上で参加者により討論を行ったもので
ある。この項ではその研究集会による成果を
報告する。

講演者の高田敏恵准教授（九州大学）及び
和久井道久准教授（関西大学）により、３次
元多様体の量子不変量に関する基礎理論の
解説を含む講演をして頂いた。講演は初歩か
ら行われ、この分野の最先端で研究を行って

いる二人の講演者による総説を聞くことが
でき、研究課題に対して良い情報収集となっ
た。
続く若手研究者の鮑園園氏（東工大）、荒金
賢二氏（大阪市立大学）による、カテゴリー
化分野における、結果や試みを紹介して頂い
た。最先端の彼らの取り組みから、どのよう
なカテゴリー化のアプローチがあるか、幾何
的視点及び代数的視点両面から考察でき、有
益であった。
最後の講演者の石井敦助教（筑波大学）は、
空間グラフのカテゴリーに関して講演を行
った。本研究代表者は研究課題に取り組む際
に空間グラフによるアプローチも考えてい
て、実際最終年度はグラフを使った方法で研
究成果を得た。本講演はそれらの良い情報収
集の場を与えた。
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