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研究成果の概要（和文）：錐特異点を１点だけ許容するトーラスと区間の直積として得られる３次元錐多様体が許容す
る錐双曲構造に関し，よい基本多面体の存在という幾何的条件と，BQ条件という代数的性質が一致するであろうという
予想（秋吉・山下予想）の解決を目指した．(1)考察の対象を実表現に限定すると，秋吉・山下予想が肯定的に解決さ
れた．(2)よい基本多面体から誘導される錐双曲構造に関し，閉曲線の測地線としての実現可能性に関する結果とその
長さの評価を得た．(3)標準的な接球近傍を持つ完備錐双曲構造に対するフォード領域を定義し，本研究で考察してい
るよい基本多面体がフォード領域であることを示した．

研究成果の概要（英文）：The space of complete cone hyperbolic structures on the 3-dimensional cone manifol
d obtained as the product of the torus with a single cone point and the interval has been studied, where a
 conjecture of Akiyoshi and Yamashita, which expects a certain relation between geometry and algebra, has 
been focused on. The following facts has been revealed: (1) The conjecture is true on the subspace consist
ing of real representations. (2) The simple loops are realized by geodesics for the cone hyperbolic struct
ure associated with "good fundamental polyhedron". Moreover, certain bound on the lengths of geodesics are
 found. (3) The notion of Ford domain is generalized to the complete cone hyperbolic structures containing
 a "standard horospherical neighborhood", and the good fundamental polyhedra are shown to be the Ford doma
ins.
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１． 研究開始当初の背景 
コンパクトな錐特異集合を持つ３次元錐

双曲多様体の研究は Thurston による「軌道
体一意化定理」の証明のために 1990 年代に
大きく進歩し，その後，普遍デーン手術理論
に応用されたほか，その無限体積版の発展は
クライン群論における重要な Bers 稠密性予
想の解決などに本質的に用いられた．本研究
の中心課題となる非コンパクトな錐双曲構
造を持つ３次元錐双曲多様体の研究は，「双
曲的へガード分解の理論の構築」「相異なる
位相を持つリーマン面の退化の統一的理解」
の観点から，その整備が待たれるところであ
った． 
本研究はその第一歩として，トーラス上１

点だけ錐特異点を許容する錐曲面と区間の
直積として得られる３次元錐多様体の双曲
構造を研究するものであるが，研究代表者に
よる先行研究により，よい基本多面体から得
られる錐双曲構造の例が多数構成されてお
り，その際に行われた数値実験と Tan-山下に
よる数値実験との比較を通して，そのような
よい基本多面体を持つ錐双曲構造と表現空
間の力学的な性質を反映する BQ 条件と呼ば
れる条件を満たす表現が対応することが予
想されていた（「秋吉・山下予想」）． 

２．研究の目的 
本研究の目的はコンパクトでない錐特異

点集合を持つ３次元錐多様体が許容する錐
双曲構造の変形理論を構築することであり，
そのモデルケースとして，まずはトーラス上
にひとつの錐特異点を持つ錐多様体と区間
の直積として得られる３次元錐多様体が許
容する錐双曲構造の変形理論の確立を目指
す． 

その過程で，交換子積が楕円的変換となる
２元により生成される PSL(2,C)の部分群に
対する「幾何学的有限性」の概念を，Bowditch
および Tan-Wong-Zhang により考察された
Markoff 写像の理論という代数的な対象と，
Jorgensen理論により考察されたFord領域を
拡張することで得られる幾何学的対象の両
面から定式化していきたい． 
そこで得られる結果を応用することで，非

コンパクトな錐特異点集合を持つ錐双曲構
造の大域的変形理論を構築することを目指
す． 

３．研究の方法 
(1) 研究代表者の先行研究により，穴あきト
ーラスクライン群のフォード基本多面体に
関する Jorgensen 理論をまねることで，錐双
曲構造をよい基本多面体から構成できる場
合があることがわかっている．また，この構
成法では，錐多様体の無限遠境界として 2枚
の錐特異点つきトーラスと同相なリーマン
面が自然に定義される．この構成法により
「十分豊富」な錐双曲構造が実現可能である
ことを証明する． 

(2) Tang-Wong-Zhang により導入された 
BQ 条件と ending lamination 予想（ELC）に
ついて考察する．Tan-山下により，BQ 条件は
クライン群における幾何学的有限性とよく
似た性質を持つこと，および，ある種の“退
化”した表現に対しては ELC には反例がある
ことなどが数値実験を通して観察されてい
る．よい基本多面体から得られる錐双曲構造
が BQ 条件を満たすことを証明する． 

(3)以上の研究の成果を応用することで，よ
い基本領域から構成される錐双曲構造に対
する変形理論を解析的観点から構築してい
く．より具体的には，考察対象の錐双曲構造
は，錐角と無限遠等角構造を固定すると変形
不可能であることを示し，よい基本多面体が
定める錐双曲構造の変形空間を錐角と無限
遠等角構造によりパラメータづけていく． 

４．研究成果 

大きく分けると，(1)モデル錐多様体が許容
する錐双曲構造のホロノミー表現が実表現
である場合の精密な考察，特に，この場合の
秋吉・山下予想の解決，(2)錐特異点つきト
ーラス上の閉曲線に対するモデル錐多様体
の錐双曲構造の下での測地線による実現可
能性，(3)錐双曲構造に関するフォード領域
の導入が成果としてあげられる． 

(1) 研究代表者による先行研究において，モ
デル錐多様体の錐双曲構造に関するホロノ
ミー表現の幾何学的パラメータ付けが与え
られたが，その表現が実表現となるものに限
定することで，さらに詳細なパラメータ付け
を得ることができ，よい基本多面体の存在や
特徴づけにも応用できることを観察した． 

先行研究で得られたパラメータは，本質的に
は複素平面内に描かれた上の図における
c0,c1 の二点で定まる複素２次元のものだっ
たが，実表現に制限することで，上の図中の
角度α0，α1，α2とその線形関係式から定まる
実２次元のパラメータが得られる．図中の角
度や長さの関係式も具体的に得られること
から，非常に詳細な研究が可能となった． 
上述のパラメータを用いることで，考察し

ている表現がよい基本多面体を持つための
必要十分条件をパラメータに関する条件と
して記述することに成功した．この特徴づけ
を応用し，Goldman による実表現に関する研
究，および Tan-Wong-Zhang による一般化さ
れたMarkoff写像に関して証明した事実を用



いることで，次の定理が得られた． 

定理（雑誌論文②）．このような実表現に対
し，よい基本多面体が存在するための必要十
分条件は，その表現が固定点を持たないこと
である．また，この条件は BQ 条件の成立と
も同値である． 

この定理は実表現に制限した場合の秋吉・山
下予想の肯定的解決に相当する． 

実表現に限らずよい基本多面体を持つ一
般の表現に関して，Jorgensen 理論における
side parameterの類似物を定義することがで
きるが，それを実表現に制限すると，錐双曲
構造の大域的変形空間（タイヒミュラー空
間）の（大域的な）パラメータが得られるこ
とがわかった．さらに，このパラメータを用
いることで，錐角を 2πに近づけていく場合
の，錐双曲面からユークリッドトーラスへの
退化の考察も可能となった（論文準備中）． 

(2) よい基本多面体を持つ錐双曲構造の幾
何とホロノミー表現との関係を考察するた
め，錐特異点つきトーラス上の単純閉曲線の
測地線としての実現可能性について考察し
た．よい基本多面体が持つ，エンドに向けて
計量が指数的に増大していくという性質を
用いることで，閉曲線の錐特異点の補集合に
おける長さの下限を実現する測地線，および，
錐多様体の底空間のホモロジー類における
長さの下限を実現する測地線の存在を証明
することができた．また，その長さに関して，
前者に対しては上からの評価，後者に対して
は上下両方からの評価が得られる．この考察
により，特に錐角が 2πを整数で割った形で
与えられる軌道体に対しては，よい基本多面
体の存在が BQ 条件の成立を導くという，秋
吉・山下予想の半分が得られることがわかる
が，一般の錐角に対しては，前者の意味で実
現される測地線が錐特異点集合と交わる場
合に，測地線の長さという幾何的性質とホロ
ノミー表現の像という代数的性質の間に差
が生じるために，同様の主張を証明するには
至っていない．しかしながら，この考察が予
想の解決のための鍵の一つであると確信し
ている． 
以上の考察で生じた，実現される測地線と

錐特異点集合の交わりが引き起こす現象に
関する問題を解決するために，作間誠氏との
共同研究により，研究代表者が作間，和田，
山下の三氏との共同研究により構成した，二
橋結び目補空間へとつながる錐多様体に対
して，錐特異点と測地線が交わる現象を数値
的に検証した．数値実験においては，錐特異
点と測地線が交わらない場合のホロノミー
表現のある種の単調性，および，交わる場合
の単調性の崩れが観察された（次図参照，雑
誌論文①）．この観察は現在研究対象として
いるモデル多様体の錐双曲構造とも関わる
と期待されるが，その考察は今後の研究の重

要な課題として残される． 

(3) 完備錐双曲構造を持つ３次元錐多様体
が標準的な接球近傍を含むと仮定する．ここ
で，標準的な接球近傍とは，(i)接球，(ii)
接球をそれに作用する離散群作用で割った
もの，または，(iii)境界と垂直に交わる測
地線において 2π未満の面角をもつ接球の部
分集合から側面を貼り付けることで得られ
る錐双曲多様体のことをいう．そのような錐
多様体に対しては，標準的な接球近傍に関す
る cut locus を定義することができ，その補
集合の弧長距離に関する完備化がフォード
領域として定義される．この定義は，(i)ま
たは(ii)のタイプの標準的な 接球近傍を含
む滑らかな３次元双曲多様体に対するフォ
ード領域の定義と一致する． 
以上の定義のもと，本研究で考察してきた

よい基本多面体が，それ自体から誘導される
完備錐双曲構造に関するフォード領域とな
ることがわかった．また，(2)でも触れた二
橋結び目補空間へとつながる錐双曲多様体
に対しても同様の事実が示される（論文準備
中）． 
本研究開始時においては，よい基本多面体

に関してJorgensen理論の類似として得られ
る基本多面体という以上の幾何学的意味が
分かっていなかったが，この考察により，ク
ライン群に対するフォード領域と同様に，よ
い基本多面体は錐双曲構造から一意的に定
まる標準的なものであることがわかった．ク
ライン群論においては，ホロノミー表現の像
として得られるクライン群とその作用によ
る商空間として得られる双曲多様体の間に
は一対一の対応があるために，フォード領域
はホロノミー表現に関する標準的な基本領
域でであったが，本研究においては，現時点
ではホロノミー表現に対する錐双曲構造の
一意性は示されていないので，この結果の代
数的な応用は今後の課題である． 
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