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研究成果の概要（和文）：　右連続かつ左極限をもつ不連続曲線全体からなるウィーナー・ポアソン空間上でマリアヴ
ァン解析を展開し、飛躍型確率過程に対する密度関数の性質を調べる研究に応用した。確率過程を特徴づけるパラメー
タに関する密度関数の対数微分は、マリアヴァン解析における部分積分公式から自然に導出されるが、実務的に取り扱
われるファイナンスモデルに対して、数値計算を伴った研究結果を得た。更に、非マルコフ過程を定める確率関数微分
方程式に対して、大偏差原理とマリアヴァン解析を融合させて、密度関数の漸近的な評価に関する研究結果を得た。過
去の履歴の時間間隔パラメータが重要な役割を果たすという、大変興味深い結果である。

研究成果の概要（英文）： The Wiener-Poisson space is the family of right-continuous functions with left 
hand limits. I have applied the Malliavin calculus on the Wiener-Poisson space in order to study the 
properties on densities for jump processes. In the study, I could get the results on the logarithmic 
derivatives of densities with respect to some parameters, which characterize the process. And I have 
obtained the Greeks computations with numerical simulations on asset price dynamical models with jumps in 
mathematical finance. Furthermore, I studied the asymptotic behavior of densities for solutions to 
stochastic functional differential equations, whose current state depends on the past histories of the 
process. The most remarkable point is that the delay parameter of the stochastic functional differential 
equation plays a crucial role.

研究分野： 確率解析
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１．研究開始当初の背景 

 

マリアヴァン解析とは通常、時間について
連続な曲線全体の空間である「ウィーナー空
間」の上での汎関数解析として捉えられるこ
とが多い。しかし確率過程論の立場からする
と、レヴィ過程のような、右連続かつ左極限
を持つような不連続な曲線全体の空間であ
る「ウィーナー・ポアソン空間」の上で同様
の汎関数解析の展開を目指すことは、非常に
自然な問題意識である。また数理ファイナン
スにおいても、現象の急激な変化も組み込ん
だ形でモデル化する立場で、近年活発に研究
が行われている。 

 ウィーナー・ポアソン空間の上でのマリア
ヴァン解析において、考察すべき対象や目的
に応じて幾つかの方法がよく知られている。
研究代表者の竹内は、確率測度の変換（ギル
ザノフの定理）を基軸とした立場でマリアヴ
ァン解析を展開し、飛躍型確率微分方程式の
解の分布に関する密度関数の存在性および
正則性について、これまで研究してきた。 

 

 

２．研究の目的 

 

ウィーナー・ポアソン空間の上でのマリア
ヴァン解析を用いて、飛躍型確率微分方程式
の解に対する密度関数の諸性質を調べるこ
とが、本研究課題の主な目的である。これま
で取り組んできた研究では、密度関数の存在
性と正則性のみに焦点を当ててきたが、さら
に一歩踏み込んだ研究として、密度関数に関
する 

・漸近的な性質、正値性 

・パラメータに関する対数微分 

の２点について、より詳細に調べてゆくこと
を特に目指したい。いずれのトピックスも、
研究代表者の竹内がこれまで行ってきた研
究の延長線上に位置付けられるものである。 

 

（１） 密度関数の漸近的な性質、正値性： 

与えられた確率過程に対して、その密度関
数の漸近的な性質を調べることを目標に掲
げた。考察の対象とする確率微分方程式の解
に対する密度関数を、具体的な密度関数の表
示が陽に分かっているような確率変数を持
ち出して、その密度関数で近似し、それらの
誤差評価の精密化を考えることによって、元
の密度関数の性質を理解しようとするもの
である。誤差評価を詳細に行うことにより、
密度関数の正値性の研究にも応用できると
考えられる。 

 

（２） 密度関数の対数微分： 

確率過程を特徴づける各パラメータにつ
いて、密度関数の対数微分を考えることは、
特に数理ファイナンスにおいて重要な問題
となっている。リスク資産に対するオプショ
ン価格公式は、ペイオフ関数の期待値として

与えられる。この期待値の各パラメータに関
する感応度解析は、「グリークス」と総称さ
れ、実務の立場からも重要視されている。そ
れらのモデルをも含むような形で、飛躍型確
率過程に対する密度関数の、各パラメータの
対数微分について考える。 

 

 

３．研究の方法 

  

マリアヴァン解析における重要なキーワ
ードの一つは「部分積分公式」である。この
公式を、従来とは異なるアプローチで再構築
し、密度関数の漸近的な性質を引き出すこと
を目指した。密度関数の正値性の問題は、こ
の研究の延長線上に位置しており、両方を合
わせた形で研究を進めてきた。 
 研究代表者の竹内は、密度関数の存在性お
よび正則性に関する一連の研究の中で、確率
微分方程式の係数に関するヘルマンダー型
条件との関係に焦点を当ててきた。本研究の
中で、密度関数の各パラメータに関する対数
微分の問題を、ヘルマンダー型条件と関連さ
せた形で考察した。これは、数理ファイナン
スにおいて、株価過程に対するエキゾチッ
ク・オプションや、確率ボラティリティ・モ
デルに対する感応度解析を意識したもので
ある。 
 本研究課題と同じ方向を目指した研究は、
国内外を見渡してそれほど多いものではな
いが、近年数理ファイナンスにおいて飛躍型
確率過程が注目されているという世界的な
流れから、いくつか行われてきており、今後
その勢いは増してくると思われる。このよう
な状況を考慮し、関連する研究者たちと互い
の研究に関する連絡、情報交換を取りながら
研究を推し進めてきた。具体的には、本研究
期間（平成２３年度～平成２６年度）内に、 
・関連分野の研究集会や国際会議等への 
参加および研究発表 

・研究機関を一定期間訪問し、研究に 
関するディスカッションを行う。 

・研究者の招聘 
を行った。またこれらの活動と並行して、研
究面での環境整備を図るために、関連する図
書の購入やコンピュータ機器を充実させた。
いずれも本研究の円滑な推進、発展には必要
不可欠なものであった。 
 
 
４．研究成果 
 

 本研究期間（平成２３年度～平成２６年
度）内で、以下のような研究成果が得られた。 
 
（１）飛躍の影響を伴ったリスク資産に対し
て、各パラメータに関するグリークスの計算
と、モンテカルロ法による数値計算に関する
興味深い結果を得ることに成功した。ここで
取り扱ったモデルは、数理ファイナンスでよ



く用いられてきたブラック・ショールズ・モ
デルに飛躍の効果を付加したものであり、実
務的にもよく用いられるものである。その際、
既存の結果の中で残され続けてきた「関数ク
ラスの拡張」に関する問題を、数学的に解決
することにも成功している。これにより、コ
ール・オプションやプット・オプション、デ
ジタル型オプションのペイオフ関数をも含
めて取り扱うことが可能となった。 
 
（２）ウィーナー・ポアソン空間の上でのマ
リアヴァン解析における部分積分公式は、飛
躍の大きさに応じた近似によっても得られ
る。このアプローチによる数学的な枠組みの
整理と、その応用に関するいくつかの研究結
果が得られた。一つの応用として、密度関数
の大域的な評価および正値性を得ることに
成功した。評価はやや粗い部分もあるため、
今後の研究では、その精密化を目指してゆく
予定である。 
 
（３）確率関数微分方程式の解に対する密度
関数についての研究も進めてきた。これまで
の研究で取り扱ってきた確率微分方程式は
マルコフ過程を定め、さまざまな解析的手法
との美しい対応関係があったが、確率関数微
分方程式は過去の履歴に依存するため、非マ
ルコフ過程となる。そのため解析的な手法が
全く使えず、密度関数の性質を調べることは
非常に困難であった。本研究期間（平成２３
年度～平成２６年度）内に、大偏差原理とマ
リアヴァン解析を融合させて、密度関数の漸
近的な性質について、過去の履歴の時間間隔
パラメータが重要な役割を果たすという、大
変興味深い研究結果を得ることに成功した。
飛躍を伴った方程式に対する考察は、今後の
研究対象としてゆきたい。 
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