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研究成果の概要（和文）：本研究では超離散可積分系，特に超離散ソリトン系と呼ばれる和，差およびmax演算で構成
される発展方程式を焦点にし，これらの厳密解の構造の研究を行った．超離散ソリトン系では微分，差分ソリトン系と
の対応がいくつか以前から知られていたが現在に至るまで解構造を表す統一的な理論については不明であった．本研究
成果では超離散ソリトン解を拡張した超離散PPS解が満たす超離散PPS方程式とその離散対応物，2種の超離散ソリトン
解を混合した解を持つ新しい超離散ソリトン方程式等を導いた．これらは先行研究では知られていなかったものであり
，超離散可積分系の理論を構築する上でカギとなると予想される．

研究成果の概要（英文）：The purpose of this research is construction of ultradiscrete integrable system. 
Ultradiscrete equations consist of addition, subtraction and max operation. In particular, I focused on 
ultradiscrete soliton system. This system is derived from discrete soliton system by a limiting procedure 
called ultradiscretization. In this research, I gave a new ultradiscrete equation called ultradiscrete 
Periodic Phase soliton equation and its discrete analogue. These equations have extended soliton 
solutions called ultradsicrete or discrete Periodic Phase Soliton solution respectively. An ultradiscrete 
soliton equation which has two different ultradiscrete soliton solutions was also given. It is expected 
that these solutions may be clues for construction of ultradiscrete integrable system.

研究分野： 離散可積分系
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１． 研究開始当初の背景 
 

可積分系と呼ばれる保存量，厳密解，対称性
の存在を特徴とする非線形方程式は，大きく
分けて微分・差分・超離散方程式に分類され
る．超離散方程式とは和，差および max 演
算で表される方程式であり，独立変数，従属
変数がともに離散値をとる．可積分方程式の
場合，構造を保つように微分方程式を差分化
することで可積分差分方程式が得られ，さら
に超離散化と呼ばれる極限操作を行うこと
で可積分な超離散方程式が得られる．差分，
超離散方程式の系をまとめて離散可積分系
とよび，特にここでは区別のために超離散方
程式系を超離散可積分系とよぶことにする．
ソリトン方程式は代表的な可積分方程式で
あり，これまでにいくつかのソリトン方程式
が超離散化され，超離散ソリトン方程式が与
えられてきていた． 一方，超離散化は負の
項を含む差分方程式には適用できないとい
う，いわゆる負の問題と呼ばれる問題が存在
していた．このため正値性が保たれる個々の
式には超離散化が適用できるが，微分・差分
系が持つ数理構造全体を超離散系に直接に
対応させるすべは知られていなった．事実微
分，差分ソリトン系では佐藤理論と呼ばれる，
いわばソリトン方程式の統一理論が存在し
ているのに対し，超離散系に対応する構造は
明らかになっていなかった． 
 
研究代表者はそのもとで，本研究が開始され
る以前に微分・離散ソリトン方程式に存在す
る構造の超離散対応物を与えてきていた．具
体的には行列式解に対応する超離散パーマ
ネント解や超離散ベックルンド変換などを
与えてきており，また超離散プリュッカー関
係式とよばれる関係式を与え，この関係式を
用いて超離散系で閉じたソリトン解の証明
方法を与えた． 
 
 
２． 研究の目的 
 
本研究の目的は超離散可積分系の構築であ
る．研究背景で挙げたように超離散系におい
ては微分・差分系に置けるような数理構造が
与えられておらず，種々の方程式レベルでの
対応にとどまっていた．本研究では微分・離
散可積分系に存在する構造や理論の超離散
対応物を与えることを目的とし，さらにmax-
プラス代数と呼ばれる代数構造において，厳
密解を持つような新たな発展方程式を与え
ることを目的とした． 
 
 
３． 研究の方法 

 
当初の研究方法として，これまでの研究で与
えてきた超離散パーマネント，超離散ソリト
ン解，超離散プリュッカー関係式などを手掛

かりにして，当時までに得られている超離散
方程式と離散対応を調べ上げることを明ら
かにし，微分(差分)作用素および Lax 形式の
超離散対応物を構成することを計画してい
た．また 1 変数関数の場合の超離散可積分系
についても研究対象にし，たとえば離散パン
ルヴェ方程式とその行列式解の超離散対物
として超離散パンルヴェ方程式やその解を
超離散パーマネントで表すこと，さらに超離
散系の特殊関数を生成することを計画して
いた． 
 
 
４．研究成果 
 
研究成果は大きく分けて 4つとなる．以下に
これらの成果を説明する． 
 
（１） 周期位相項を持つソリトン方程式 
 
本研究は早稲田大学広田良吾氏と神戸大学
太田泰広氏との共同研究による．超離散
hungry Lotka-Volterra 方程式と呼ばれる方
程式には超離散PPS解という解が存在するこ
とが先行研究によって明らかになっていた．
この解は超離散ソリトン解を拡張した解と
なっている．先行研究で方程式は A型と呼ば
れるグループに分類されるソリトン方程式
を超離散化して得られていた．一方で超離散
PPS 解は得られた超離散方程式をもとに発見
されていた．そのため超離散 PPS 解の離散対
応物については発見されていなかった．言い
換えると離散ソリトン方程式には存在不明
な解が超離散ソリトン方程式には存在する
という状況であった．本研究によってこの問
題が解決され，超離散 PPS 解の離散対応物は
D 型と呼ばれるグループに属する離散ソリト
ン方程式に存在することが判明した．具体的
に述べると，離散 DKP 方程式と呼ばれるソリ
トン方程式に適当なリダクションを行うこ
とで周期位相項を持つソリトン解が存在す
ることが示された．この方程式を離散 PPS 方
程式と呼ぶ．この離散 PPS 方程式とその解を
超離散化することで超離散PPS方程式および
超離散 PPS 解が得られることを示した．この
解に適当な条件を付加することによって先
行研究で与えられていた解に特殊化され，ま
た 方 程 式 自 身 も 超 離 散 hungry 
Lotka-Volterra 方程式になることを示した．
つまり本研究によって先行研究の解を含む
広い範囲の方程式と解を与えることに成功
した．特に本研究成果は離散ソリトン系では
全く別の方程式が超離散化を経由すること
によって同じソリトン解を共有するという
事実を与えている． 
 
  
（２） 超離散 KP 方程式の解の拡張 
 
本研究は早稲田大学大学院高橋大輔研究室



大学院生（当時）水木啓介氏との共同研究に
よる．研究代表者は先行研究として超離散 KP
方程式の超離散パーマネント解を与えてい
た．これは連続，離散系の場合における行列
式解の超離散対応物としてみられる．しかし
ながら先行研究で与えていた解は連続・離散
系の場合は一般解を与えているのに対して，
超離散系では特殊な場合のみの解に適用さ
れている形式であり完全な対応とは言えな
かった．本研究ではこれらの対応を目指し解
の拡張を試みた．その結果一部の場合におい
てであるが，拡張に成功した．完全な対応に
は至らなかったが，本研究結果により新たな
形式の超離散ソリトン解が得られた． 
 
 
（３） 超離散 KdV 方程式の周期，非周期ソ

リトン解の対応 
 
本研究は立教大学岩尾慎介氏（当時），青山
学院大学礒島伸氏（当時）との共同研究によ
る．離散系には周期ソリトン解から非周期ソ
リトン解を構成する方法として Krichever 
construction と呼ばれる手法が知られてい
る．本研究ではこの構成方法の超離散対応物
を与えた．具体的には周期箱玉系と呼ばれる
超離散KdV方程式の周期解に対して極限操作
を行うことで開放系の解を与えることに成
功した．解自身はすでに先行研究として知ら
れていたが，本研究によって解のみならず，
解の構成方法自身も対応することを示した． 
 
  
（４） B 型箱玉系の厳密解 
 
本研究は早稲田大学広田良吾氏との共同研
究による．研究成果（１）に挙げた例のよう
に，離散ソリトン方程式を超離散化した場合，
得られた方程式の解が別の方程式と共有す
る解になりうる，という例を与えた．本研究
ではこの例をもとに新しいタイプの超離散
ソリトン方程式を与えた．すなわち研究成果
（１）の例をもとに，A型，B型，D型いずれ
にも分類されない離散方程式を超離散化し
て得られた方程式を調べ，2 種の超離散ソリ
トン解が存在するような超離散ソリトン方
程式を導いた．この方程式を B型箱玉系とよ
ぶ．この B型箱玉系には超離散 KdV 方程式の
ソリトン解と超離散戸田タイプのソリトン
解を持つことを示した．さらに本研究ではこ
の2種を混合した解も存在することを示した．
これらの解の離散対応物は現在のところ調
査中である．超離散系においてこのような複
数の超離散ソリトン解を持つ例はほとんど
知られておらず，特殊な方程式であると考え
られる． 
 
 
以上の研究成果をまとめる．当初の研究目的
である超離散可積分の構築であるが，本研究

では構築自体は未完成となったが，可積分系
である超離散ソリトン系においていくつか
の興味深い結果が得られた．当初の研究方法
では差分演算子やLax形式などの超離散対応
物を考える予定であった．一般的な構造を調
べる際にはKdV方程式や戸田方程式等の代表
的な方程式を基準にすることが必要である．
本研究ではそのために指針となるいくつか
の超離散方程式をはじめに調べた．その研究
過程において共同研究者などを通じて超離
散 PPS解や B型箱玉系といった例が与えられ
た．超離散可積分構造を構築する上で解の分
類は必要不可欠であり，超離散 KdV 方程式や
超離散戸田方程式を始めとする従来の超離
散ソリトン方程式のほとんどがA型であった
のに対して，超離散 PPS 解や B 型箱玉系は A
型に含まれない．そのため，これらの解の離
散対応物を明らかにし比較することで，超離
散系での解構造の比較が可能になると考え
たため，当初の研究計画を変更してこれらの
方程式を中心に厳密解や解構造を調べるこ
とに焦点が移行していった．その結果離散系
の対応が明らかになっていなかった超離散
ソリトン方程式の解が与えられた．これら得
られた成果のいくつかは期間中に間に合わ
ず，現在論文作成中となってしまっているが，
国際会議等ではすでに発表をしており，ある
程度の肯定的なコメントを得られている．超
離散 PPS方程式や B型箱玉系といった方程式
は，いずれも従来知られていないものであり，
かつ先験的な方程式であることからも今後
の研究の上で指針となる方程式になると考
えている．現時点においては超離散系の数理
構造は未知の状態であるが，構築された際に
はこれらが代表的な方程式となることが期
待される． 
 
今後の展望を述べる．本研究の目的であった
超離散可積分系の構築が未完成であるため，
引き続き研究を続ける必要がある．特に本研
究によって離散ソリトン系の解を超離散化
した場合でもこれらが元の解と同じものか
がはっきりしない例が挙げられた．また，離
散ソリトン系でも超離散化した場合に興味
深い解が存在するという例も与えられた．そ
のため，従来の離散系の解から超離散化を行
うという方法だけではなく，超離散系独自の
解の導出方法や数理構造を構築する必要性
があり，超離散ソリトン系での解の分類や，
厳密解の導出方法の研究の着手が必要であ
ると考えられる． 
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