
科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

３２７０２

若手研究(B)

2013～2011

ランダムなグラフの構造とその上の確率・量子モデル

A study on relationships between stochastic and quantum models and random graph stru
ctures

７０５５３９９９研究者番号：

井手　勇介（Ide, Yusuke）

神奈川大学・工学部・助教

研究期間：

２３７４００９３

平成 年 月 日現在２６   ６ １１

円     1,800,000 、（間接経費） 円       540,000

研究成果の概要（和文）：ランダムなグラフを含む種々のグラフ上の離散時間・連続時間量子ウォークの推移確率の解
析を行った．離散時間量子ウォークはヤコビ行列の固有空間解析を詳しく行うことで，対象とするグラフごとの推移確
率の長時間平均に関する極限定理を示した．連続時間量子ウォークについてはラプラシアン行列の固有空間解析を通じ
て，グラフの局所的な性質が推移確率の挙動に与える影響を明らかにした．

研究成果の概要（英文）：In this study, we concentrate on analysis of transition probabilities of discrete-
time and continuous-time quantum walks on various graphs including random graphs. For the discrete-time ca
se, we obtain some limit theorems for long-time average of the transition probabilities by detailed study 
of eigenspace of the Jacobi matrices. For the continuous-time case, we show relationships between local gr
aph structures and the transition probabilities by detailed study of eigenspace of the Laplacian matrices.
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１．研究開始当初の背景 
 複雑ネットワークを含むランダムなグラ
フ上の確率的なプロセス（特にコンタクトプ
ロセス）及び量子的なプロセス（特に量子ウ
ォーク）に関する研究が進められてきていた
が，グラフの構造と各プロセスの挙動との数
学的な関係は不明な部分があった． 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は，そのような背景のもとで，
ランダムなグラフを含む種々のグラフの性
質，特に，隣接行列やラプラシアン行列のよ
うなグラフの構造に付随する行列の性質と，
その上の確率的・量子的プロセスの挙動との
関係を理解するための枠組みを構築し，これ
らの知見をもとに，理論・応用の両面の研究
を行うことである． 
 
３．研究の方法 
 ランダムなグラフとして，しきい値モデ
ル・ユニットディスクグラフに，確率的なプ
ロセスとして，コンタクトプロセス・ロータ
ールーターモデル・Q 学習に，量子的なプロ
セスとして，量子ウォークに，それぞれ着目
して研究を行ったが，以下では，最も研究の
進んだ量子ウォークに関して述べる． 
 量子ウォークの時間発展には，離散時間と
連続時間の 2種類が存在するため，まずは離
散時間量子ウォークについて述べる．一般に，
グラフ上の離散時間量子ウォークを定義す
るためには，頂点毎に，頂点の次数（頂点か
らのびる辺の本数）の次元を持つヒルベルト
空間を用意し，隣接する頂点対に付随するそ
れぞれのヒルベルト空間を定義域・値域とす
るユニタリ作用素（ユニタリ行列）を定める
必要がある．このようなユニタリ作用素の決
め方は複数存在しうるが，どのようなグラフ
上でも適用可能な方法として，各頂点に付随
するヒルベルト空間からそれ自身へのユニ
タリ作用素（コイン作用素と呼ぶ）と，各辺
に付随する，辺の始点に属する状態ベクトル
を辺の終点に属する状態ベクトルへ推移さ
せるユニタリ作用素（フリップフロップ型推
移作用素）の積によって定義されるユニタリ
作用素を用いた． 
 このようなタイプの離散時間量子ウォー
クに対して，ゼゲディの方法ではコイン作用
素を適切に選ぶことによって，古典のランダ
ムウォークと量子ウォークを対応付けるこ
とが可能である．具体的には，対象とするグ
ラフ上の古典ランダムウォークを一つ固定
して考えるとき，各頂点におけるコイン作用
素を，各成分が隣接頂点への推移確率の平方
根となる単位ベクトルから作られる，ハウス
ホルダー型のユニタリ行列とする離散時間
量子ウォークを考える．このとき，(i,j)成
分が頂点 iと頂点 jを結ぶ辺上に定義されて
いる古典ランダムウォークの推移確率の積
の平方根となるような行列（ヤコビ行列）を
用意すると，その固有値・固有ベクトルを用

いて，対応する離散時間量子ウォークの時間
発展を定めるユニタリ作用素の固有値・固有
ベクトルを求めることができ，この情報をも
とに，離散時間量子ウォークの推移確率を求
めることができる．従って，ゼゲディの方法
によって定義される離散時間量子ウォーク
の挙動を調べるために，対応するヤコビ行列
の固有値・固有ベクトルを求める必要がある． 
 一方，本研究で扱った連続時間量子ウォー
クは，ラプラシアン行列と呼ばれる，対角成
分が各頂点の次数となる対角行列から隣接
行列を引くことで得られる行列によって定
義される．具体的には，ラプラシアン行列に
時刻と虚数単位を掛け合わせたものから作
られる指数級数を時間発展作用素とし，初期
状態と呼ぶ単位ベクトルに時間発展作用素
を作用させることによって時間発展させて
いくモデルである．連続時間量子ウォークに
おいては，ラプラシアン行列の固有値・固有
ベクトルより，時間発展作用素の固有値・固
有ベクトルが直接求まることから，ラプラシ
アン行列の固有値・固有ベクトルを求める必
要がある． 
 何れのモデルにおいても，ヤコビ行列・ラ
プラシアン行列の固有空間はグラフの構造
によって特徴付けられるため，これらの行列
の解析を通じて，グラフの構造とその上のプ
ロセスの挙動との関係を理解できると考え，
研究を進めた． 
  
４．研究成果 
 まず，離散時間量子ウォークに関する成果
について述べる．種々のグラフの性質と離散
時間量子ウォークの挙動との関係を理解す
るために，単純な構造のグラフに対する解析
から検討を行った．具体的には，一次元格子
を有限の頂点に制限してできるグラフであ
る，パスグラフ上の離散時間量子ウォークの
解析を行った．対象とする量子ウォークとし
て，まずゼゲディの方法によって得られる，
パスグラフ上の反射壁付き古典ランダムウ
ォークに対応する離散時間量子ウォークの
解析を行った．このモデルでは，ヤコビ行列
の固有関数が第2種チェビシェフ多項式と呼
ばれる直交多項式によって記述されること
がわかり，その事実をもとに時間発展作用素
の固有値・固有ベクトルを得た．時間発展作
用素の解析をもとに，弱収束極限を得るには
至らなかったが，推移確率の長時間平均を考
え，頂点数を無限大にする極限での極限定理
を得た．この極限定理では，パスグラフの両
端点間の距離を 1 に正規化する極限を取り，
古典ランダムウォークが出発点に戻りやす
い条件下では再帰確率が非負の値に留まり，
それ以外は一様分布することがわかった．一
方で，古典ランダムウォークが出発点に戻り
にくい条件下では，一様分布のみが現れる結
果となり，もとになる古典ランダムウォーク
の性質を反映した結果となった．また，推移
作用素をフリップフロップ型でないものに



変化させた場合についても検討を行った． 
 次に，パスグラフ上の反射壁付き古典ラン
ダムウォークに対応する離散時間量子ウォ
ークに帰着可能なモデルとして，グルードツ
リーと呼ばれる，2 つの同じ根付き有限正則
木の葉同士を次数を保ったままランダムに
つなぎ合わせてできるグラフ上の離散時間
量子ウォークに関する検討を行った．グルー
ドツリーは，量子探索アルゴリズムを考える
際に用いられるグラフであるが，これまで離
散時間量子ウォークの検討はなされていな
かった．このモデルのヤコビ行列の固有値・
固有ベクトルを完全に求めることは困難で
あることがわかったが，ヤコビ行列の対称性
を利用することで，固有方程式と固有ベクト
ルを形式的に求めることに成功した．ヤコビ
行列の固有値・固有ベクトルの一部はわかっ
たため，その情報をもとに，推移確率の長時
間平均を考え，頂点数を無限大にする極限で
の挙動の一部を明らかにした． 
 なお，パスグラフ上のゼゲディの方法以外
の定義で得られる離散時間量子ウォークの
解析について，一定の条件下で各頂点に付随
するコイン作用素の固有空間解析によって
ゼゲディの方法と同等の解析が可能である
ことがわかったため，その成果を口頭発表し
た．今後は，ヤコビ行列とグラフの構造との
関係に対して一般的に得られる知見を整理
することによって，グラフの構造とその上の
離散時間量子ウォークの挙動との関係をよ
り深く理解できるものと考える． 
 一方，連続時間量子ウォークの解析に関し
て，まず，ワッツ・ストロガッツモデルと呼
ばれる，サイクルグラフにランダムにショー
トカット辺を何本か追加したグラフに関す
る検討を行った．このモデルに関係する最も
単純なモデルとして，サイクルグラフにショ
ートカット辺を追加したグラフ上で連続時
間量子ウォークの挙動を解析した．対象とし
たグラフのラプラシアン行列の固有関数も
また，第 2種チェビシェフ多項式と関連する
ことがわかった．煩雑な計算ののちに固有方
程式を整理することができたが，厳密解を求
めることは困難だったため，摂動法等を用い
た近似解法によって固有値・固有空間を得た．
出発点をショートカット辺の一方の端点と
した場合，サイクルグラフ上では起こらなか
った，出発点への再帰確率が，頂点数を無限
大にする極限においても正の値に留まる現
象が観測された．さらに，出発点からショー
トカット辺の他方の端点への推移確率も同
様に正の値に留まることがわかり，ショート
カット辺の役割の一部を解明できた． 
 また，ランダムなグラフの研究対象の一つ
としているしきい値モデルを含むグラフの
クラスとして，他の全ての頂点と辺で結ばれ
ている頂点が存在するクラスがある．そのよ
うなグラフを含むグラフのクラスについて，
ラプラシアン行列の分解法を提案した．具体
的には，対象とするグラフに対して，頂点集

合の分割を考えるとき，各分割成分から誘導
されるどの部分グラフの組に対しても，「一
方の部分グラフの各頂点が他方の部分グラ
フの全頂点と辺で結ばれる」もしくは「一方
の部分グラフの各頂点は他方の部分グラフ
の全頂点と辺で結ばれない」のどちらかが成
り立つような分解を提案した．このような分
解のもとでは，ラプラシアン行列をそれぞれ
の部分グラフに付随するラプラシアン行列
からなるブロック対角行列と，各部分グラフ
を疎視化して得られるグラフのラプラシア
ン行列の和として分解できる．この事実を用
いて，しきい値モデルを含むグラフのクラス
に関して共通に得られる連続時間量子ウォ
ークの性質が導かれるため，その結果を口頭
発表した．今後は，これらの手法を発展させ
ることによって，部分グラフの構造とグラフ
全体の構造との連続時間量子ウォークにお
ける相関が明らかになることが期待される．
さらに，同様の手法を離散時間量子ウォーク
についても適用可能であれば，離散時間量子
ウォークについても，同様の理解が得られる
可能性がある． 
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