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研究成果の概要（和文）：地震波のモデル方程式である半空間弾性波動方程式の定常解の漸近挙動とフーリエ変換との
関係を調べる研究を行った。本研究により以下の4つの基本問題が解決した。（１）フーリエ変換を構成すること，（
２）解集合をフーリエ変換で記述すること，（３）レゾルベントの漸近展開を求めること，（４）定常解の漸近展開を
求めること。
これらの結果により，特殊な場合ではあるが，異方性をもち複雑な伝播をする弾性波動方程式の解（地震波）の漸近的
振る舞いが明らかとなった。

研究成果の概要（英文）：An elastic wave equation in a homogeneous, isotropic, elastic half-space with a fr
ee boundary and with a constant density and constant body-wave velocities has been investigated as a simpl
e model of the equation describing the seismic wave propagation. We study a relation between asymptotic be
havior of a generalized eigenfunction to the stationary elastic wave equation and the Fourier transform as
sociated with the elastic wave equation. In this research, we obtained that the set of solutions can be de
scribed by the Fourier transform and the asymptotic expansion of the solution can be evaluated for all dir
ection. 
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１．研究開始当初の背景 
物理現象は偏微分方程式で記述されるこ
とが多い。その中でヘルムホルツ方程式と
は、時間と空間の両方を含む偏微分方程式
の解を、時間変数と空間変数との変数分離
の形で求める際に、時間によらない部分の
関数（空間変数の部分）が満たす方程式の
ことである。 
無限遠方から飛んできた粒子が力を受け
て進路を変え、再び無限遠へ飛び去る運動、
音波や光が媒質の中を反射、屈折を繰り返
し伝播する現象、これらの物理現象は時間
と空間の両方を含む偏微分方程式で記述さ
れる。それらはシュレーディンガー方程式、
波動方程式と呼ばれている。 
遠方から来た粒子（または波）が標的（ま
たは媒質）によってどのように進路を変え
て再び遠方に飛び去っていくのか？これを
散乱問題という。逆に、散乱された粒子ま
たは波を観測し、そのデータから標的や媒
質の物理的性質を決定できるか？この問題
を散乱の逆問題という。 
偏微分方程式の散乱問題は、方程式の解
の無限の過去の状態と無限の未来の状態と
を比較する問題として定式化され、それは
「時間依存的方法」と呼ばれている。 
一方で、時間に依存しない方法すなわち、
「定常的方法」による散乱問題の取り組み
も行われている。シュレーディンガー方程
式または波動方程式の解を、（時間に関して
周期的）×（空間変数）の形で変数分離を
行う。このとき空間変数の部分が満たす方
程式を、定常シュレーディンガー方程式、
波動方程式の場合には定常波動方程式また
はヘルムホルツ方程式という。本研究では、
便宜上このように変数分離を行って得られ
る空間部分が満たす方程式を、総じてヘル
ムホルツ型方程式と呼ぶことにする。 
「定常的方法」による散乱問題は、ヘル
ムホルツ型方程式の解の無限遠方での挙動
を比較する問題として定式化される。「時間
依存的方法」と「定常的方法」は、散乱問
題という同一の事柄を２つの側面からみた
ものである。 
散乱の逆問題の「定常的方法」は、直線
上（空間 1次元の）シュレーディンガー方
程式に対して研究され、散乱行列の構成を
経て散乱の逆問題におけるゲルファント・
レビタン理論の確立へと発展した。この理
論は半直線上の問題やスペクトル逆問題と
も関連があることがわかった。さらに、非
線形の方程式（KdV方程式）の厳密解を求
める方法にも利用され（逆散乱法）その応

用範囲は極めて広いことが知られている。 
その後、「定常的方法」による散乱の逆問
題へのアプローチは多次元へと拡張された。
中でもファデーフのポテンシャル再構成理
論は境界値逆問題（物体の表面での観測デ
ータから内部の情報を推定する問題）とも
関連があることがわかり、様々な方面に応
用されている。 
一方で、散乱問題に対する「時間依存的
方法」も発達し、量子力学、音響学、地震
学などに現れる多くの方程式で研究が進め
られてきた。しかし、散乱の逆問題に関し
ては「時間依存的方法」は「定常的方法」
に比べるとそれほど発達しておらず、研究
成果は乏しい。 
このように、「定常的方法」は応用範囲も
広いためその重要性が強く認識されてきた。
しかし、以下の方程式においては「定常的
方法」は発展途上にあった。 

 
A) 地震学に現れる半空間における
弾性波動方程式 

B) 音響学に現れる層状媒質におけ
る波動方程式 

C) 量子力学に現れる非線形シュレ
ーディンガー方程式 

 
その理由は、A)半空間のため性質のこと
なる波が複雑に現れ反射すること、B)媒質
が層であることにより生じる複雑な波の反
射屈折があること、C)非線形であるため基
本解の表示が困難であること、にある。基
本解が複雑になりその漸近挙動が局所的に
しかわからないことが共通する主な原因で
あった。 
ところで、現実の物理現象の多くは非線
形であり、当然それらのモデル方程式は非
線形の偏微分方程式となる。これらの定常
方程式は非線形ヘルムホルツ型方程式とな
る。非線形偏微分方程式の散乱問題は、時
間依存的方法が主流であり、定常的方法に
よるアプローチはほとんどない。上で述べ
た研究の背景を踏まえると、定常的方法で
研究を行うほうがよりよい成果が得られる
のではないか。 

 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、線形及び非線形のヘル
ムホルツ方程式の係数または非線形項と、
解の遠方での挙動との関係を解析すること
である。本研究では 

 



A) 地震学に現れる半空間における
弾性波動方程式 

B) 音響学に現れる層状媒質におけ
る波動方程式 

C) 量子力学に現れる非線形シュレ
ーディンガー方程式 

 
の 3つの方程式に対する散乱問題および散
乱の逆問題を「定常的方法」によって研究
する。「定常的方法」による研究をする意義
は、散乱の逆問題へと発展させることがで
き、さらには数値計算への可能性も期待で
きることにある。なお、本研究で考える散
乱の逆問題とは、ヘルムホルツ型方程式の
解によって構成される散乱行列（又は散乱
振幅）から方程式の係数を同定する問題の
ことである。 
本研究により、散乱問題および散乱の逆
問題に関する「定常的方法」が、地震学、
音響学に現れる方程式ならびに非線形系へ
と広く適用できるようになるばかりではな
く、逆問題の新しい展開を図る契機につな
がることが期待できる。 
 
 
３．研究の方法 
 散乱理論の専門家である磯崎洋氏（筑波大
学）と層状媒質における波動方程式の専門家
である門脇光輝氏（愛媛大学）と研究打ち合
わせを行いながら、共同研究として計算を進
めた。自己共役作用素のスペクトル解析、フ
ーリエ解析、積分の漸近解析を用いて地震学
に現れる弾性波動方程式の定常解の構造解
析を行った。 
 
 
４．研究成果 
 本研究により、散乱理論における４つの基
本問題 
 
① フーリエ変換を構成すること。 
② 解集合をフーリエ変換で記述するこ
と。 

③ レゾルベントの漸近展開を求めるこ
と。 

④ 一般化された固有関数の漸近展開を
求めること。 
 

が、半空間定数係数弾性波動方程式に対して
解決した。①については先行研究があったた
め、本研究の成果は②、③、④である。特に、
③と④について、すべての方向に対して漸近
展開式を得たことは大きな成果である。 
 本研究で得られた結果は、半空間弾性波動
方程式に対する散乱理論の基礎的結果であ
る。この結果を礎に、摂動の入った弾性波動
方程式の散乱理論の研究、さらには地球内部
の構造を地震波から同定する逆問題の研究

がさらに発展すると期待できる。 
 本研究で得られた解析手法は、非等方的に
伝播する波動現象を記述する偏微分方程式
にも適用できる可能性がある。複雑な波の伝
播の様子を数式で詳細に記述できることは、
数値シミュレーションを可能にし、さらには
現実の問題への応用も可能になる、と期待で
きる。 
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