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研究成果の概要（和文）：本研究では、半導体素子のシミュレーションモデルに由来する移流拡散方程式の初期値問題
について、解の時間大域挙動を与える漸近展開を導出した。半導体素子内部の荷電粒子は自らの形成する静電場の移流
効果を受けながら熱力学的な効果により拡散する。特にその拡散経路は半導体に添加された不純物の原子上に限られる
ため、拡散は跳躍的である。本研究では跳躍する粒子の拡散を記述する上で妥当な分数冪の拡散を与えた方程式を考察
し、その解の挙動が拡散の強弱によって大きく異なることを証明した。

研究成果の概要（英文）：In this plan, we developed the asymptotic expansion of solutions to the 
drift-diffusion equation which is described from the model of a semiconductor. Since an electron on a 
semiconductor may jump from a dopant into another, the dissipation of them is written by the fractional 
Laplacian. We proved that the asymptotic expansion
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１．研究開始当初の背景 
 半導体デバイスのシミュレーションモデ
ルとして、移流拡散方程式と呼ばれる半線形
拡散方程式とポアソン方程式との連立系が
知られている。移流拡散方程式の解は半導体
デバイス内の電荷の密度の質量保存則から
導かれるものであり、その導出背景から自然
な結論として、電荷の総質量、すなわち解の
空間積分が時間によらず一定であることが
知られている。本研究計画では、移流拡散方
程式の解の時刻無限大での漸近展開を導出
した。解の漸近展開は、全体として一定量の
電荷の質量分布が時間とともに変化する様
子を明示する。一般に拡散現象を記述する際
に導入される最も初等的な作用素はラプラ
シアンであるが、本研究ではより一般的な分
数冪ラプラシアンによって拡散を与えた方
程式についても考察した。なお、分数冪ラプ
ラシアンは確率過程における跳躍過程に対
応する作用素であり、半導体デバイス内の荷
電粒子のように跳躍しながら移動する粒子
の拡散を記述する上で妥当な作用素である。 
 非線形の拡散現象を記述する方程式の解
の時間大域挙動については、多くの問題につ
いて本研究計画以前から盛んに研究が行わ
れている。解の時刻無限大での漸近展開を導
入するには、解のモーメントの評価が不可欠
であるため、まずは解の時間遠方および空間
遠方での減衰の速さを把握する必要がある。
特に解の高階の漸近展開を得るためには、解
の高次のモーメントの評価が必要であるた
め、減衰が遅い解の漸近近似には精度の限界
があると考えられてきた。この問題点が顕著
な例として、非圧縮性粘性流体の速度場を記
述する Navier-Stokes 方程式が挙げられる。
Navier-Stokes 方程式については、その解の
空間遠方での減衰を初期値の選び方によっ
て制御できないため、漸近展開の次数の限度
は宿命的であると考えられる。同様に分数冪
ラプラシアンなどの特異拡散を含む拡散方
程式についても、解の空間遠方での減衰が遅
いために、解の漸近展開の展開次数には限界
があると考えられてきた。 
 
２．研究の目的 
 本研究では、自然現象や社会現象における
非線形の拡散を記述する方程式を考察した。
その中でも特に、半導体デバイスのモデル方
程式である移流拡散方程式の初期値問題に
ついて、解の時間大域挙動を漸近展開によっ
て明示することが本計画の目的であった。 
 移流拡散方程式において、拡散を分数冪ラ
プラシアンで与えた場合、拡散のフーリエ表
象の特異性に起因して、解の空間遠方での減
衰が遅くなる。解の漸近展開には係数として
解のモーメントが現れるため、高階の展開を
導出する際に解の空間遠方での減衰の遅さ
が問題となる。本研究計画では、漸近展開を
導出する際に繰り込みと呼ばれる手法を用
いて、この難点を取り除くことを目標とした。 

 また、分数冪ラプラシアンによる拡散にお
いて、作用素の冪を小さくとった場合、解に
対する拡散項由来の正則化効果が弱くなる
ことが予想される。そのため、拡散の冪が小
さな場合の移流拡散方程式については、その
可解性、特に時間大域解の存在と一意性につ
いて従来未解決であった。一方、拡散の冪に
かかわらず、移流拡散方程式にはスケール保
存の構造があるが、冪が小さい場合にはその
スケールに関してノルムを保存する空間を
ルベーグ空間の枠組みで構成することが不
可能である。同様の問題が移流拡散方程式に
類似の準地衡近似方程式の研究においても
知られており、スケール保存の空間の構造が
大きく変わる境目は臨界と呼ばれている。本
研究では、拡散の冪が小さい臨界および超臨
界の場合にスケール保存則を有する補間空
間を導入し、その空間において、解の時間大
域挙動研究の前提である時間大域解の存在
を示すことを目指した。 
 
３．研究の方法 
 本研究計画の主要テーマである移流拡散
方程式の解の時間大域挙動については、特に
分数冪の方程式の解を漸近展開する際に、見
かけ上発散する積分が現れることが問題で
あった。本研究では、この積分の発散を解消
するために「繰り込み」と呼ばれる手法を用
いた。先行研究においても、発散する時間積
分の処理に繰り込みを利用した例が存在す
る。しかし、分数冪拡散方程式に関しては、
解の漸近展開を導入する際に時間積分・空間
積分ともに発散する項が現れる。このため、
従来の繰り込みでは分数冪の拡散方程式を
取り扱うことは困難であった。本研究では、
時空変数に関する重み付きのルベーグ空間
における解の評価を用いることにより、繰り
込み法が時間積分と空間積分双方の発散を
同時に解消することを示した。これにより、
分数冪ラプラシアンの移流拡散方程式の解
に関して、従来は導出が困難であること考え
られてきた高階の漸近展開について考察し、
解の時間大域挙動について最適な評価を得
た。 
 以上は移流拡散方程式のうち、分数冪拡散
の階数が比較的高い劣臨界の場合の研究手
法である。拡散の冪が低い臨界や超臨界の場
合は、非線形項の発散が線形の拡散より見か
け上強く働くため、通常の摂動法による解の
評価が困難となる。本研究計画では、交換子
の評価を応用し、非線形項由来の発散をポテ
ンシャル項に吸収させることによりこの問
題点を解消した。 
 
４．研究成果 
 本研究計画における最初の成果は、拡散の
冪が大きい劣臨界の移流拡散方程式の解の
滑らかさに関するものである。この場合は、
解の微分を摂動法により評価することが可
能であり、これにより解の空間変数に関する



解析性を結論できる。この成果については下
記欄 5.雑誌論文(7)で発表済みである。 
 次に本計画では、移流拡散方程式のうち特
に、半導体素子内部における不純物の分布の
ばらつきを考慮したモデルについて、九州大
学の川島秀一教授と共同で研究を行った。半
導体は絶縁体に電気的な特性の異なる不純
物を添加して製造されるが、その不純物の分
布のばらつきはポテンシャル項を決定する
方程式の非斉次項を用いて表現される。この
場合、移流拡散方程式は時間定常解を持つが、
本研究では、この漸近安定性を示した(雑誌
論文(6))。 
 本計画の主要テーマである移流拡散方程
式の解の時間大域挙動については、拡散の冪
が大きい劣臨界型の方程式の解に対して、繰
り込みにより従来よりも高階の漸近展開を
得た(雑誌論文(5))。 
 移流拡散方程式をはじめとした半線形の
拡散方程式について研究する際には、ポテン
シャル項付きの線形方程式に対する研究手
法が有効である場合が多い。本研究計画にお
いても、分数冪ラプラシアンで拡散を与えた
ポテンシャル項付き線形拡散方程式の解の
漸近展開について考えた。その結果、解の時
空遠方での減衰に着目した繰り込みにより、
従来困難と考えられてきた任意の階数の漸
近展開が導出可能であることが分かった。こ
の成果は雑誌論文(4)にて発表した。さらに、
移流拡散方程式を含む半線形の分数冪拡散
方程式の枠組みにおいても、同様に解の任意
階の漸近展開を導出できることを証明した
(雑誌論文(1))。 
 拡散の冪が小さい場合の移流拡散方程式
の初期値問題については、その可解性につい
て、未解決な部分が多かった。本研究計画で
は、東京理科大学の加藤圭一教授・杉山裕介
助教と共同で、臨界・超臨界の場合の移流拡
散方程式の可解性について研究を行った。ま
ず、重み付きルベーグ空間における可解性に
ついては雑誌論文(3)で、スケール保存則を
備えた補間空間における時間大域可解性に
ついては雑誌論文(2)で発表した。 
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