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研究成果の概要（和文）：主に (1) 有限体上の離散可積分方程式と (2) エレメンタリーセルオートマトンの分類につ
いて研究を行った．
(1) [i] パラメータを不定元として利用することによって，（一般化された）離散KdV方程式の時間発展とNソリトン解
を有限体上で得た．[ii] 特異点閉じ込めテストと代数的に同様なalmost good reduction を定義することにより，離
散パンルヴェⅡ方程式などの時間発展と解を有限体上で得た．
(2) 特異値間隔分布を用いて，エレメンタリーセルオートマトンの分類を行った．ウルフラムの分類によるクラス３と
クラス４は形的には似ているが，これらを分類する指標を提案した．

研究成果の概要（英文）：I investigated (1) discrete integrable equations over finite fields and (2) a clas
sification of an elementary cellular automaton.
(1) (i) Replacing a parameter with a value in finite fields, one can uniquely determine the values of the 
dependent variables in finite fields and infinity. Thanks to this property, I obtained the time evolution 
and N soliton solutions of the (generalized) discrete KdV equations over finite fields. (ii) I defined the
 notion of almost good reduction (AGR), which is an arithmetic analogue of passing the singularity confine
ment test, and proved that the discrete Painleve II equation (dPII) has AGR. By AGR, I obtained the time e
volution and a solution of the dPII over finite fields. I had the similar results for qPII, qPIII, qPIV an
d dKdV.
(2) I suggested a classification of an elementary cellular automaton by singular value decomposition. Thou
gh class 4 resembles class 3 of Wolfram's classification, one can distinguish them by using the above meth
od.
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１．研究開始当初の背景 

(1) 周期箱玉系の相関関数の構造 ： 

可解格子模型の研究の目標は，相関関数の決

定にあると言っても過言ではない．したがっ

て，その極限系である周期箱玉系においても

相関関数を求めることは重要な課題である． 

研究開始当初の段階では，組合せ論的手法を

用いて，１点相関関数と近距離の２点相関関

数の具体的な表式を，より一般の N点相関関

数に対しては，超離散テータ関数の有限和に

よる表式を得ていたので，より一般的で容易

に取り扱える相関関数の表式の導出を目指

した． 

また，可解格子模型の相関関数は，qKZ 方程

式やパンルヴェ方程式と深い関係にあるこ

とが良く知られているので，周期箱玉系の相

関関数が満たす方程式の導出についても関

心があった． 

(2) 可積分セルオートマトンの「量子化」： 

量子アルゴリズムへの応用を考えたとき，可

積分セルオートマトンの量子化（状態の重ね

あわせを許す時間発展を持つセルオートマ

トン系）が必要であることに気がつく． 

可解格子模型から単純に極限をとるとセル

オートマトンにしかなりえない．だが，周期

箱玉系は，量子可積分系である可解格子模型

の極限系であると同時に，離散 KP 方程式の

超離散化でもあるので，非可換化により可解

格子模型を何らかの意味で自然に含む一般

的な可積分系が構築できる可能性があると

考え，「非自律離散 KP 方程式系の非可換化に

よる量子箱玉系の導出」を目標とした． 

 

２．研究の目的 

(1) 「周期箱玉系の相関関数」を組合せ論的

手法によって考察するときに系の保存量に

着目するのだが，その扱いは行列と相性が良

さそうであったので，行列を用いた解析を行

うことにした．その準備のため，構造が簡単

であるエレメンタリーセルオートマトンを，

まず対象として考察することにし，相互相関

行列の解析を行ったところ，特異値間隔分布

にある特徴が現れることに気がついた．具体

的には，ウルフラムによる視覚的な分類に対

応して，特異値間隔分布がウィグナー分布や

ポアソン分布になることが分かった．そこで，

ウルフラムよりも，より具体的な指標によっ

てエレメンタリーセルオートマトンを分類

できないか考えることにした． 

(2) セルオートマトンが１セルにおいて有

限種類の状態しかとらないことから，(1) で

述べたように行列を用いてセルオートマト

ンを考察する際には，mod によって得られた

結果を対象のセルオートマトン上の値に制

限することになる（例えば，周期箱玉系は mod 

2 によって値を制限する）．周期箱玉系は超離

散化と呼ばれるある種の極限操作を用い離

散方程式の従属変数を離散化することによ

り得られるが，超離散化を行う前の離散方程

式を modつまり有限体上で考えることにすれ

ば，超離散化とは異なるセルオートマトンが

得られる．そこで，有限体上の離散方程式に

ついての研究を行い，新たなセルオートマト

ンの導出を試みた． 

 

３．研究の方法 

(1) 離散 KdV 方程式および拡張離散 KdV 方程

式を具体例に，パラメータを不定元として残

して，いったん代数関数体上の系と見なし時

間発展させた後，パラメータに具体的な値を

代入することによって有限体上の時間発展

を定義する手法を提案した．この手法を用い

て N ソリトン解を得ることもできた． 

(2) 前述 (1) の手法では，意図的にパラメ

ータを残すことによって有限体上での考察

を行ったが，パラメータを残さない形として，

p 進数体上で写像を定義し，p 進数体から有

限体への還元を行うことにより，離散パンル

ヴェⅡ方程式などを有限体上で定義した．こ

のとき，good reduction の拡張である almost 



good reduction を導入することによって，定

義が上手くいくよう工夫を行った． 

(3) ウルフラムが行ったエレメンタリーセ

ルオートマトンの分類は，視覚的による部分

が大きく，クラス３とクラス４のような形的

に似ているものの分類については明確でな

い部分が残る．そこで，相互相関行列の特異

値間隔分布がクラスによって，ウィグナー分

布やポアソン分布になることを用いて，新た

な分類手法を提案した．  

 

４．研究成果 

(1) 離散 KdV 方程式 
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においてはパラメータ  を不定元として

)(F q 上の系とし，拡張離散 KdV 方程式 
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においてはパラメータ  , を不定元として

),(F q 上の系とし計算を行い，その後に

 および  , に具体的な値を代入すること

によって，有限体上での時間発展を定義した．

さらに，ソリトン解にも同様の手法を用いる

ことによって，有限体上でのソリトン解が得

られ，例外を除けば周期 1q を持つことも

示せた． 

多くの研究者が有限体上での系の取り扱い

を考察してきているが，これまでの先行研究

では何かしらの制約の下に結果が成り立っ

ていた．今回は，より一般的に系を有限体上

で考察するための手法を提案することがで

き，この分野において大きな発展の可能性を

与えたと考える． 

(2) 図１のように還元 と写像 が可換で

あるという性質 good reduction を拡張し，

図２のように有限ステップの合成により，還

元と写像が可換になるという性質を‘almost 

good reduction (AGR)’と呼ぶことにする． 
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図１．good reduction 
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図２．almost good reduction 

 

離散パンルヴェⅡ方程式（dPII）の他，qPII，

qPIII，qPIV や先行研究で用いた dKdV も十分

に広い領域で AGR を持つことが分かり，有限

体上での時間発展を定義することができた．

この AGRは特異点閉じ込め方の数論的な類似

物あることが分かっており，有限体上の力学

系に対する可積分性の判定基準になり得る

のではないかと期待している． 

また，解についても AGR の手法を用いて考察

することによって，ソリトン解からソリトン

と似た形の進行波を有限体上で得ることが

できた． 

ここで用いた手法は，前述 (1) のパラメー

タを意図的に残す手法よりも自然な手法で

ある．そのため，より厳密な議論を行うこと

ができ，特異点閉じ込めテストとの関連性な

どの議論も進めることができている．今後，

この手法を用いることにより，離散可積分方

程式の有限体上での研究は進展していくと

期待する． 

(3) 相互相関行列の特異値間隔分布を見る



と，ウィグナー分布とポアソン分布，さらに

その間のような分布図が見られた．これらを

ウルフラムの分類に対応させてみると，次の

ような対応が見られた． 

1. クラス２では，極端に周期が短いもの

やルール 73 を除いて，ポアソン分布

になる． 

2. クラス３では，ルール 18，146 でシス

テムサイズが偶数の場合を除いて，ウ

ィグナー分布になる． 

3. クラス４では，ウィグナー分布に近い

分布図だが，クラス３（ルール 18，146

も含む）とは明らかに異なる分布図に

なる． 

未だ定量的な分類には至っていないが，セル

オートマトンを分類する指標として有効な

結果が得られたと考える． 

ここでの考察を，一般のセルオートマトンで

行うことにより，どのような結果が得られる

かは，今後の課題であると考える． 

また，ここで得られた手法や結果を周期箱玉

系の研究に役立てていきたい． 
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