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研究成果の概要（和文）：超対称な高次元の非可換幾何の数理を確立し、それをトポロジカルな物理系に応用する研究
を行った。平成２３年度は、非可換幾何の高次元、超対称の数理的構築を球、双曲多様体について行った。その数理的
研究と並行して、超対称な量子スピン系、非エルミート量子力学への応用した研究を行い、端状態、隠れた秩序といっ
たトポロジー的構造を明らかにした。平成２４年度は、超対称な量子スピン系の研究を更に深化させ、量子エンタング
ルメントといった最近の提案された概念の実現について研究を行った。平成25年度は、非可換幾何をトポロジカル絶縁
体（特にAクラス、AIIIクラス）に適応し、その物理を解析した。

研究成果の概要（英文）：We established supersymmetric higher dimensional non-commutative geomery and appli
ed its mathematics to the topological matters. In 2011, we explored non-commutative geometry for supersymm
etric higher dimensional spheres and hyperboloids. Besides, we applied the mathematics to the supersymmetr
ic quantum spin systems and non-Hermitian quantum mechanics and exploited their topological structures suc
h as edge states and hidden order. In 2012, we further investigated the supersymmetric quantum spin system
s especially about the recently proposed quantum entanglement.  In 2013, we applied the non-commutative ge
ometry to the topological insulators (in particular A-class nad AIII-class) and analyzed their physical pr
operties.   
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１．研究開始当初の背景 
 近年、素粒子論と物性理論の学際的研究が
盛んである。特に物性理論において、自発的
対称性の破れで規定されないトポロジカル
な秩序を有する系が大きな注目を集めてい
る。その典型的な系としては、量子反強磁性
スピン系があり、トポロジカル秩序が１次元
でも発現している。一般的にトポロジー的秩
序の秩序変数を特定することは容易ではな
いが、量子反強磁性状態（特にバレンスボン
ド状態）ではストリング秩序と呼ばれる隠れ
た非局所的秩序変数が存在し、計算機を用い
て比較的容易に計算を遂行することが出来
る。ホールをドープしたバレンスボンド状態
は、スピン自由度を（シュインガー）ボゾン
で表し、ホールをフェルミオンで表現するこ
とにより、超対称性と呼ばれるボゾンとフェ
ルミオンを入れ替える特殊な対称性を有す
る。 
一方、弦理論の進展の過程において、その
幾何を表現する幾何学的な形式として非可
換幾何学が注目されている。特に、行列模型
の古典解として実現する高次元の非可換幾
何の研究が著しく進んだ。しかしながら、超
対称性を有する場合の非可換幾何学につい
てはその数学的な複雑性のため、発展途上で
ある。 
 
 一見、トポロジー的秩序を有する量子反強
磁性状態と非可換幾何は無関係のように思
われるが、実はそれらの数学的構造は共にシ
ュインガー演算子形式に基づいており、密接
に関係している。例えば、非可換幾何のおけ
るファジー球面の数学は、AKLT状態と呼ば
れる量子反強磁性状態に対応している。その
ため、非可換幾何の発展した数理構造を適応
し、新たな量子反強磁性の模型を構成するこ
とが出来ると期待された。 
 
２．研究の目的 
 上述の観点に基づいて、本研究では①非可
換幾何そのものの数理構造の拡張（特に超対
称性を有する場合）と、②その数理を応用し
た新たなトポロジー的な量子反強磁性模型
の構築とその物理の解明について研究を行
う。特に超対称性に由来する新奇なトポロジ
ー的性質の解析を主眼とする。 
  
 
３．研究の方法 
 本研究では、非可換幾何の数理的拡張とト
ポロジー的量子反強磁性状態の構築という
二本立ての構成になっている。そのため、ま
ず超対称性を有するように非可換幾何を拡
張し、その後その数理を量子反強磁性状態に
応用する。具体的には次のように行う。 
（１）曲がった典型的な非可換多様体である
高次元ファジー球面に、超対称性を組み込む
ように拡張する。非可換の数理構造は代数で
与えられるので、超対称な代数である

UOSp(1|4)代数を用いて、４次元の非可換球
面に超対称性を導入する。 
（２）超対称な量子反強磁性模型の構築とそ
のトポロジー的秩序の解明 
①超対称性な反強磁性模型（UOSp(1|2)バレ
ンスボンド状態）のおける隠れた秩序（スト
リングオーダーパラメーター）と、その励起
等の解析を行う。 
②高い超対称性（UOSp(1|4)対称性）を有す
る反強磁性模型の構築とそのトポロジー的
秩序に由来した性質、特に端状態、量子エン
タングルメントについて調べる。 
 
 ドイツ、アルメニア、ギリシャ等で開催さ
れた国際的な数理物理の会議に出席し、自分
の研究成果を報告するとともに、最新の世界
の研究成果の情報収集を行った。2013 年度に
は在外研究員として、スタンフォード大学の
物性理論の研究室に一年間滞在しトポロジ
ー的物質群の研究に従事した。 
 
 
４．研究成果 
 
 本研究成果は以下の（１）～（３）に大別
できる。 
 
（１） 超対称高次元非可換球面の数理的構
築[論文番号①④⑥に対応] 

 これまで、超対称代数に基づく超対称な非
可換球面の構築としては SU(2)代数を部分代
数に持つ UOSp(1|2)代数による２次元の超対
称性非可換球が知られていた。この構成を拡
張し、UOSp(1|4)代数という SO(5)代数を部分
代数にもつ超対称な代数から４次元の超対
称な非可換球の数理的構成に成功した。まず
古典版である超対称なホップ写像を、
UOSp(1|4)のガンマ行列を用いて構成した。
（この高次元の超対称なホップ写像の構築
も世界で初めてであり、本研究の成果であ
る。）その後その構成を量子化することによ
り、４次元の超対称性を有する非可換球面の
構成に成功した。更に UOSp(N|4)の代数を使
うことによって、より超対称性の高い４次元
非可換球面の数理的構成も行った。 
研究過程で低次元の超対称性の非可換球
面との違いが明らかになった。２次元の非可
換超球面の場合、UOSp(1|2)のフェルミオン
生成子と同数の超対称を有するが、４次元の
非可換超球面の場合は、UOSp(1|4)のフェル
ミオン演算子の数より少ない数の超対称性
を超非可換球面が有することが分かった。こ
れは、本研究で用いたシュインガー演算子形
式に基づく数理的帰結である。更に
UOSp(N|4)の代数で構成された４次元非可換
球面は当初の代数である UOSp(N|4)より大き
い SU(4|N)の代数構造に従うことを明らかに
した。拡張された代数構造は、非可換超球面
上の量子ゆらぎに起因することを、２点関数
の振る舞いを調べ、その物理的解釈を与えた。 



 
（２）超対称な量子反強磁性模型の構築とト
ポロジー的性質の解明[論文番号①②
⑧] 

 超対称な数理を応用し、高い超対称性を有
する反強磁性スピン模型の解析を京都大学
の戸塚圭介氏とともに行った。まず、以前私
が米国のメンバーと共に構成した UOSp(1|2)
の超対称性を有する超対称な量子反強磁性
状態の詳細な解析を行った。超対称性を導入
したことによる特筆すべき特徴が以下のよ
うに明らかになった。(i) バルクのスピンの
偶奇性によらず、系が有限の超対称を有する
ときにはストリング秩序変数が有限の値を
とる。(ii)ボゾンとフェルミオンの由来した
２種類の異なるエネルギー分散を有する励
起が存在する。特に(i)のストリング秩序変
数が有限の値をもつことは、超対称が存在す
る場合にトポロジー的秩序が安定であるこ
とを示唆している。 
 その点を更に調べるために、引き続き戸塚
氏と超対称性量子反強磁性状態の解析を行
った。また（１）で行った UOSp(N|4)に基づ
く超対称な高次元非可換球の数理を適用し、
これまで知られていた超対称な量子反強磁
性状態より高い超対称性を有する模型を構
成した。これら二つの超対称性を有する量子
反強磁性模型に関して、端状態、量子エンタ
ングルメントの観点から研究を行いその振
る舞いを明らかにした。具体的には、超対称
な量子反強磁性鎖にカットを入れて、A と B
の二つの系に分けることによって、そのシュ
ミット係数の振る舞いからエンタングルメ
ントスペクトルを読み取った。その結果、超
対称を有する場合にバルクのスピンの偶奇
によらず、エンタングルメントスペクトルが
ボゾン、フェルミオンセクターに分かれてそ
れぞれ縮退を持つことが明らかになった。エ
ンタングルメントスペクトルの縮退は、トポ
ロジカル秩序の指標として近年提案された
ものであり、実際我々の超対称な量子反強磁
性状態がトポロジー的秩序を有することを
示している。更に興味深いことには、超対称
性が存在する場合は、端状態として反整数の
スピンが必然的に現れ、それがトポロジー的
安定性を担っているという直観的理解も得
られた。 
 このように、超対称性を系が有す場合には
必ず系は安定なトポロジー的秩序を有する
ことが本研究により明らかになった。我々の
研究は量子反強磁性の模型を用いたもので
あるが、研究の帰結は一般的な超対称性の特
徴に由来するものである。そのため今後一般
的な超対称を有する系にトポロジー的な考
え方を応用する際に、重要な知見となると考
えられる。 
 
（３）高次元非可換双曲面の数理的構築と非
エルミートな量子力学系におけるト
ポロジー的状態の研究[論文番号③⑤

⑦] 
 高次元球面における非可換幾何を双曲面
に拡張する研究を行った。球面と双曲面は、
と も に 最 大 な 対 称 性 を 有 す る 空 間
(maximally symmetric space)であり、双曲
面の幾何学も数学的な応用上重要である。高
次元の非可換球面の幾何を不定形量の群の
代数に基づくことにより、自然に構成できる
ことを示した。また双曲面の数理に基づき、
非エルミートな量子力学系のおけるトポロ
ジー的相の研究を、（当時の）物性研究所の
甲元真人氏、佐藤昌利氏、江崎健太氏と共同
で行った。トポロジカル相が非エルミート量
子力学においても存在することを簡単な模
型を用いて示した。 
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