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研究成果の概要（和文）： 2 次モードがすべて等しいディジタルフィルタの伝達関数の一般式

を導出した．特に 2 次のフィルタの場合は，その伝達関数が閉じた形で表せることを示した．

また，その伝達関数の一般式は 1 次 FIR フィルタをプロトタイプフィルタとした周波数変換に

より得られることを示した．さらに，2 次ディジタルフィルタの L2 スケーリング制約を考

慮した L2 感度最小実現がリミットサイクルを発生しないための十分条件を満たすことを

数値計算によって示した． 

 
研究成果の概要（英文）： 

We have derived a general expression of the transfer function of digital filters with all 

second-order modes equal. For the case of second-order digital filters, the transfer functions 

can be expressed in closed form. Furthermore, we show that the general expression is 

obtained by a frequency transformation on a first-order prototype FIR digital filter. 

Furthermore, we have numerically shown the absence of limit cycles of the minimum 

L2-sensitivity realizations subject to L2-scaling constraints of second-order digital filters.  
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１．研究開始当初の背景 

マルチメディアが大幅に普及している

昨今，ディジタル信号処理分野の重要性が

ますます高まっている．ディジタル通信等

のアプリケーションの開発には高度な信

号処理技術が必要となり，その技術を支え

るための基礎理論が非常に重要なものと

なる．その基礎理論の中でも，ディジタル

フィルタ構造の合成理論は必要不可欠で

ある． 

ディジタルフィルタを有限語長で実現

した際には「係数量子化」による影響が無

視できない．係数量子化の影響により，理
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想的なフィルタ特性と実際のフィルタ特

性との間には，必ず誤差が生じる．そのた

め，係数量子化による影響が最小になるよ

うなフィルタの構造を決定するための理

論が非常に重要なものとなる． 

ディジタルフィルタのもうひとつの有

限語長問題に「リミットサイクル」がある．

リミットサイクルは，再帰形ディジタルフ

ィルタにおいて，零入力時または一定入力

時に周期的に発生する発振現象のことで

ある．リミットサイクルは，有限語長ディ

ジタルフィルタにおける乗算時の丸めや

加算時のオーバーフローなどの非線形性

によって生じるものであり，出力信号が発

振してしまう現象であるため，発生しない

ことが望ましい．有限語長ディジタルフィ

ルタのハードウェア上の実装においては，

係数量子化誤差が小さく，リミットサイク

ルを発生しないことが望まれる． 

係数量子化誤差の小さいフィルタ構造

として，「L2 感度最小実現」が知られてい

る．このフィルタ構造を合成するためには，

従来は非常に多くの繰り返し計算を必要

とした．これらの方法は数値計算を用いて

近似的に解を求める方法であるため，非常

に効率が悪い．さらに，繰り返し計算を用

いて得られた近似解は，本当に最適解に収

束しているかどうかが理論的に保証でき

ない．そのため，繰り返し計算も近似も用

いずに，解析的に L2 感度最小実現を求め

る手法の開発が求められる．さらに，この

L2 感度最小実現がリミットサイクルを発

生しないフィルタ構造にできるかどうか

が重要な課題である．これらのことが理論

的に証明できれば，係数量子化誤差が小さ

くかつリミットサイクルを発生しない，理

想的なディジタルフィルタ構造が完成し，

高性能信号処理システムの開発に大きく

貢献する結果となる． 

 

２．研究の目的 

本研究の目的は，高精度なディジタルフィ

ルタ構造の解析的合成手法の開発である．

高精度なディジタルフィルタ構造とは，係

数量子化誤差が小さく，リミットサイクル

を発生しない構造である．本研究では，係

数量子化誤差の小さいフィルタ構造とし

てよく知られる「L2 感度最小実現」を研究

の対象とし，以下の問題の解明に取り組んだ． 

（１）平成２３年度 

3 次以上の高い次数のフィルタに関して「L2

感度最小実現」を解析的に合成する手法の開

発を目指す．研究代表者らのグループは過去

に，1 次のフィルタおよび 2 次のフィルタに

関しては「L2感度最小実現」を解析的に合成

することを可能にした．しかし，3 次以上の

高い次数のフィルタに関しては解析的に合成

する手法は確立されていなかった． 

（２）平成２４年度 

「スケーリングを考慮したL2感度最小実現」

がリミットサイクルを発生しない構造である

ことを明らかにすることを目指す．研究代表

者らのグループは過去に，「スケーリングを考

慮しないL2感度最小実現」は，リミットサイ

クルを発生しない構造にできることを示した．

しかし，実際にディジタルフィルタをハー

ドウェア上に実装する際には，内部状態の

オーバーフローを抑制するために L2 スケ

ーリング制約を考慮しなければならない．

そのため，「スケーリングを考慮したL2感度

最小実現」がリミットサイクルを発生しない

構造であることを明らかにする必要がある． 

 

３．研究の方法 

（１）平成２３年度 

研究代表者らはこれまでの研究において，デ

ィジタルフィルタの 2 次モードとよばれるパ



 

 

ラメータがすべて等しければ，L2感度最小実

現を解析的に合成できることを証明してきた．

当該年度においては，ディジタルフィルタの

2 次モードがすべて等しくなるための条件を

明らかにし，2 次モードがすべて等しいディ

ジタルフィルタのクラスを明確化することを

目指した．そして，それにより解析的な L2

感度最小化が可能なディジタルフィルタ

のクラスを拡張していき，一般的な高次の

ディジタルフィルタに対しても解析的な

L2 感度最小化手法を確立することを目標

とした.  

 

（２）平成２４年度 

2 次ディジタルフィルタの「スケーリング

を考慮したL2感度最小実現」を合成し，その

係数行列がリミットサイクルを発生しないた

めの十分条件を満たすことを証明することを

目指した．ディジタルフィルタがリミットサ

イクルを発生しないための十分条件はこれま

でにいくつか提案されてきており，そのいず

れかの十分条件を満たせばよい．まず，さま

ざまなディジタルフィルタに関してスケーリ

ングを考慮したL2感度最小実現を合成し，リ

ミットサイクルを発生しないための十分条件

を満たすかどうかを数値計算により実験した．

そして，数値計算の結果をもとに，リミット

サイクルを発生しないための十分条件が満た

されることの理論的な証明を目指した． 

 
４．研究成果 

（１）平成２３年度 

2 次モードがすべて等しい任意の次数のデ

ィジタルフィルタの伝達関数の一般式を導

出した．さらに，その伝達関数の一般式は 1

次 FIR フィルタをプロトタイプフィルタと

した周波数変換により得られることを示し

た．この周波数変換は，以下の図 1 に示され

るように，1 次プロトタイプ FIR ディジタル

フィルタの遅延素子ブロックを N 次全域通

過形ディジタルフィルタに置きかえるだけ

で実現することができる． 

 

(a) 1 次プロトタイプ FIR ディジタルフィ

ルタ 

 

(b) 周波数変換により得られたN次ディジ

タルフィルタ 

図1: 2次モードがすべて等しいディジタルフ

ィルタのブロック図 

 

この結果は，2 次モードがすべて等しいデ

ィジタルフィルタのクラスを明確化するも

のである．特に 2 次のフィルタの場合は，全

域通過形ディジタルフィルタの伝達関数が

閉じた形で表せるため，その伝達関数が閉じ

た形で表せることを示した． 

このようにして得られたディジタルフィ

ルタの L2感度最小実現は平衡実現に等しい．

平衡実現は解析的に合成できるフィルタ構

造であるため，すべての 2 次モードが等しい

ディジタルフィルタについては，L2感度最小

実現を解析的に合成できるということにな

る．L2感度最小実現の解析的な合成が可能な

ディジタルフィルタのクラスを明確にでき

たという点で，本研究成果は大変有用なもの

である． 

 

（２）平成２４年度 

2次ディジタルフィルタのL2スケーリン

グ制約を考慮した L2 感度最小実現がリミ



 

 

ットサイクルを発生しないための十分条件

を満たすことを数値計算によって示した．

2 次ディジタルフィルタの極の半径および偏

角をとりうる値の範囲内で変化させ，それぞ

れの極配置に対して 2次ディジタルフィルタ

の L2スケーリング制約を考慮した L2感度

最小実現を合成した．このとき，2 次ディ

ジタルフィルタの係数行列から導出される

ある評価関数の値が 1未満であることがリミ

ットサイクルを発生しないための十分条件

である．その評価関数の値を算出した結果

が以下の図 2 に示されている． 

 

図 2: リミットサイクルを発生しないための
十分条件の判定 
 

図 2 の結果より，与えたすべての極配置に対

して，リミットサイクルを発生しない十分条

件が満たされることが示された．評価関数の

値は極半径に依存し，極の偏角にはほとんど

依存しないことがわかった． 

リミットサイクルを発生しないための十

分条件が満たされることの理論的な証明に

は至っていないが，図 2 で示された数値計算

例から，十分条件は一般に満たされるものと

予想される．L2感度最小実現は本来，係数感

度が最小となるように合成されたディジタ

ルフィルタ構造であるが，リミットサイクル

を発生しないというもうひとつの利点をあ

わせ持つことを示せたという点で，本研究成

果は大変有用なものである． 
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