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研究成果の概要（和文）：絡み目ホモトピーとは，全同位よりも弱い絡み目の同値関係である．

カンドルは，全同位による絡み目の分類に有用と考えられている，ある代数系である．本研究

の目的は，このカンドルを絡み目ホモトピーによる絡み目の分類に活用することにある．カン

ドルに準自明性という概念を導入し，準自明カンドルに特有なホモロジーの理論を展開して，

数値型絡み目ホモトピー不変量を大量構成した．また，この不変量の分類能力を明確化した． 
 
研究成果の概要（英文）：Link-homotopy gives rise to an equivalence relation on links 
which is weaker than ambient isotopy. A quandle is an algebraic system which is 
known to be useful to classifying links up to ambient isotopy. The aim of this study is to 
utilize quandles to classifying links up to link-homotopy. We introduced the notion of 
quasi-triviality of quandles, homology theory for quasi-trivial quandles, and obtained a 
lot of numerical link-homotopy invariants. We further explained the latent ability of 
those invariants. 
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１．研究開始当初の背景 
 N. Habegger と X. S. Lin は，任意の二つ
の絡み目に対し，これらが絡み目ホモトピー
同値であるか否かを判定するアルゴリズム
を与えている．これにより，絡み目を絡み目

ホモトピーで分類するという問題は，すでに
完結したのだと考えられがちである．しかし，
例えば「3 成分の絡み目に対し，絡み目ホモ
トピー類の代表元をすべて列挙せよ」といっ
た問題に，判定アルゴリズムは解を与えない．
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なぜならば，“すべての”3 成分絡み目を列挙
することは不可能であり，よって“すべての”
3 成分絡み目に対して判定することは不可能
だからである． 
 一方，3 成分絡み目に対する絡み目ホモト
ピー類の代表元は，絡み目ホモトピーを定義
した J. Milnor 自身により，すでに列挙され
ている．彼は，今 Milnor 不変量と呼ばれる
絡み目ホモトピー不変量を導入し，これを用
いて 2 成分および 3 成分の絡み目に対して，
絡み目ホモトピー類の代表元をすべて列挙
した．後に J. P. Levine が（Milnor 不変量を
詳細化することで）4 成分絡み目の絡み目ホ
モトピー類をすべて列挙したが，5 成分以上
の絡み目に関しては未だに列挙がなされて
いない．列挙には絡み目ホモトピー不変量が
不可欠であるが，（計算可能なものは）Milnor
不変量以外に知られていないという現状が
その一因である． 
 
 
２．研究の目的 
(1) カンドルおよびそのホモロジーを用いて，
絡み目の数値型（全同位）不変量を大量に構
成することができる．この不変量（カンドル
コサイクル不変量と呼ばれる）は，一般に，
絡み目ホモトピーで不変ではない．しかし，
例えば自明カンドルから得られるカンドル
コサイクル不変量は絡み目ホモトピーでも
不変であることが知られている．どのような
カンドルを用い，どのようなホモロジーを考
えれば，カンドルコサイクル不変量は絡み目
ホモトピーで不変となるのだろうか？これ
を明らかにすることが研究の第一の目的で
ある． 
 
(2) (1)の研究により絡み目ホモトピー不変な
カンドルコサイクル不変量を構成すること
ができれば，（計算可能な）数値型の絡み目
ホモトピー不変量が大量に手に入ることに
なる．これらを用いて絡み目ホモトピー類の
代表元の列挙に取り組みたい．そのためには
まず，絡み目ホモトピー不変なカンドルコサ
イクル不変量の分類能力を知る必要がある．
この研究を第二の目的とする． 
 
 
３．研究の方法 
(1) 絡み目には，結び目カンドルが定まる．
結び目カンドルから固定したカンドルXへの
表現全体がなす集合は，全同位で不変である．
よって，特にその位数は絡み目の数値型（全
同位）不変量を与える． 
 結び目カンドルから X への表現は，絡み目
図式のX彩色として組み合わせ的に表すこと
ができる．X の 2 次元コサイクルθを選択・
固定すると，X 彩色された絡み目図式に対し，

重みと呼ばれる数値が定まる．すべての表現
に対して重みを計算し，その（多重）集合を
考えれば，これはまた絡み目の数値型（全同
位）不変量である．これをθから定まるカン
ドルコサイクル不変量と呼ぶ． 
 全同位で同値な二つの絡み目の図式は，
Reidemeister 変形と呼ばれる図式の変形に
より互いに移り合う．この変形を施しても，
X 彩色の個数やその重みには変化が生じない．
このことが，カンドルコサイクル不変量に，
全同位で不変であるという保証を与えてい
る． 
 絡み目ホモトピー同値な二つの絡み目の
図式は，Reidemeister 変形に加え，自己交差
交換と呼ばれる変形により互いに移り合う．
一般にX彩色の数は自己交差交換により変化
する．ゆえに，カンドルコサイクル不変量は
絡み目ホモトピーで不変ではない．ならば，
自己交差交換でもX彩色の数が変化しないよ
うなカンドルを見つければ，カンドルコサイ
クル不変量を絡み目ホモトピーでも不変に
できるだろう．よって，このような性質をも
つカンドルの特徴を研究すれば良い． 
 たとえ自己交差交換でX彩色の数が変化し
なくとも，θから定まる重みはまだ変化する
可能性がある．そこで，自己交差交換しても
重みが変わらないためのθの条件について
も研究する必要がある． 
 上記が達成できれば，絡み目ホモトピー不
変なカンドルコサイクル不変量が構成でき，
よって大量に数値型絡み目ホモトピー不変
量を手に入れることができる． 
 
(2) 結び目カンドルの 2 次元ホモロジー群に
は，（絡み目の各成分に対応して）基本類が
定まる．X 彩色された絡み目図式のθによる
重みとは，対応する表現が誘導する 2 次元ホ
モロジー群の間の準同型による基本類の像
をθにより評価した値に他ならない．よって，
カンドルコサイクル不変量の分類能力は，潜
在的に，結び目カンドルとその基本類の分類
能力に依存している． 
 結び目カンドルは，絡み目ホモトピー不変
ではない．しかし J. R. Hughes（および研究
代表者）が与えられた，結び目カンドルの商，
簡約結び目カンドルは，絡み目ホモトピーで
不変である．(1)の方法で得られた絡み目ホモ
トピー不変なカンドルコサイクル不変量を
上記のようにホモロジー論で解釈するには，
簡約結び目カンドルに定まる基本類を利用
すれば良い． 
 簡約結び目カンドルとその基本類の分類
能力を研究することにより，(1)の方法で得ら
れた絡み目ホモトピー不変なカンドルコサ
イクル不変量の潜在的分類能力を研究する． 
 
 



４．研究成果 
(1) 自己交差交換を施しても X 彩色の数が変
化しないようなカンドルに，代数的な特徴を
見いだした．しかし，このカンドル（準自明
カンドルと命名）の 2 次元コサイクルを用い
ても，一般に X 彩色の重みは自己交差で変化
してしまう．そこで，自己交差交換を施して
も重みが変化しないような 2次元コサイクル
の条件を抽出し，そのようなもののみが 2 次
元コサイクルとなるような，準自明カンドル
に特有のホモロジー（準自明カンドルホモロ
ジーと命名）を構成した．結論として，絡み
目ホモトピーで不変なカンドルコサイクル
不変量を構成するには，準自明カンドルと，
その（準自明カンドルホモロジーの意味での）
2 次元コサイクルを用いれば良いことが明ら
かになった． 
 
(2) 簡約結び目カンドルは，準自明カンドル
である．簡約結び目カンドルの 2 次元準自明
カンドルホモロジー群には，絡み目の各成分
に対応した基本類が定まる．準自明カンドル
による X 彩色の（準自明カンドルホモロジー
の意味での）2 次元コサイクルθによる重み
とは，対応する表現が誘導する 2 次元準自明
カンドルホモロジー群の間の準同型による
基本類の像をθで評価した値に他ならない． 
 まず，簡約結び目カンドルの 2 次元準自明
カンドルホモロジー群が，絡み目の非自明な
成分（2 次元円板の境界とはならない成分）
に対応する基本類で生成されていることを
示した．これにより，(1)で構成した絡み目ホ
モトピー不変なカンドルコサイクル不変量
には，自明な成分と非自明な成分を判定する
潜在能力があることが明らかになった． 
 次に，「二つの絡み目が絡み目ホモトピー
同値であるための必要十分条件は，対応する
簡約結び目カンドルの間に同型写像があり，
誘導する 2次元準自明カンドルホモロジー群
の間の同型写像が基本類を基本類にうつす
ことである」という予想の解決に取り組んだ．
残念ながら予想の解決にはまだ至っていな
いが，ある条件の下では予想が正しいことを
示した．予想が正しければ，(1)で構成した絡
み目ホモトピー不変なカンドルコサイクル
不変量には，絡み目ホモトピー類を完全分類
する潜在能力があることが分かる．よって，
今後もこの予想の解決に取り組みたい． 
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