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研究成果の概要（和文）：球面の埋め込みのなす空間の位相幾何学的な性質についての研究を継

続した．「はめ込みを法とした埋め込みのなす空間」と呼ばれる空間fEについて，fEが位相的

Stiefel多様体の多重ループ空間であることを示した．応用として以下の結果を得た． 

(1) fEのホモロジー群にBV代数の構造を導入した．  

(2) 「スピニング」という埋め込みに対する操作が異なる次元の埋め込みの空間の低次ホモトピ

ー群に同型を誘導する事実があるが，これを位相的Stiefel多様体の言葉で書き直して別証明を

与えた． 
 
研究成果の概要（英文）：I continued the study of the spaces of embedding between spheres. 
I showed that the space fE called “the space of embeddings modulo immersions” is an 
iterated loop space of the topological Stiefel manifold. As applications I obtained; 
(1) A BV-algebra structure on the homology of fE, 
(2) An alternative proof in terms of topological Stiefel manifolds of the fact that the 

“spinning” operation gives rise to an isomorphism of the lower dimensional homotopy 
groups of the embedding spaces. 
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１．研究開始当初の背景 多様体の埋め込みの空間の位相幾何学的な

性質は，結び目や 3 次元多様体の有限型不変
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量やストリング・トポロジー，微分同相群な

どとの関連があり，特に（コ）ホモロジー群

の代数構造についての理解は重要であると

考えられる．研究代表者はこのような観点か

ら埋め込みの空間を研究しており，本研究に

おいても埋め込みの空間の研究を継続した． 

 
２．研究の目的 

多様体，特に球面の埋め込みのなす空間の位

相幾何学的な性質を，代数的/幾何学的トポロ

ジーの様々な手法を用いて調べることを目的

とした．特に1次元ならびに高次元の埋め込

み・はめ込みの分類，結び目のVassiliev不変

量の幾何学的・組み合わせ的な性質，（自由）

ループ空間のトポロジー（ストリング・トポ

ロジー）との関連などを明らかにすることを

目指した． 

 
３．研究の方法 
結び目の Vassiliev 不変量を，埋め込みの空

間のコホモロジー類として構成するには，グ

ラフに付随した配置空間上の積分による方

法が有効である．グラフのなす空間の代数構

造を調べることで，埋め込みの空間のコホモ

ロジー群の構造を調べることができる．その

際に，埋め込みの空間へのオペラッドの作用

が導く（コ）ホモロジー作用素を使うことで，

より深い代数構造を見出すことができる．ル

ープ空間のストリング・トポロジーにおける

ホモロジー作用素もオペラッドの作用と関

わることを思い起こすと，オペラッドを使う

ことは埋め込みの空間上でのストリング・ト

ポロジーを展開する上でも有効な方法であ

ると考えられる． 
 
４．研究成果 

枠つき long knotと呼ばれる 1次元の埋め込

みの空間について，幾何学的な方法により，

そのホモロジー群上に BV 代数の構造を定義

した．その方法は Chas-Sullivan による自由

ループ空間のホモロジー群上の BV 代数構造

の埋め込み版と呼べるものである．BV代数構

造の一部である Gerstenhaber 代数構造とし

ては過去に Budney によりオペラッドの作用

を用いて構成されたものを採用し，鍵となる

BV作用素についてはHatcherによる S1作用が

その役割を果たすことを見出した．また，研

究代表者が過去に示した Gerstenhaber 代数

構造の非自明性と， Gerstenhaber 作用素と

BV 作用素がみたす関係式とを応用して，今回

導入した BV 作用素が非自明であることを示

した． 

次に，上記のBV代数構造が入る理由を，ホモ

トピー論的な立場から考察した．球面の埋め

込みのなす空間Eからはめ込みのなす空間へ

の自然な包含写像を考え，そのホモトピーフ

ァイバーをfEとする（はめ込みを法とした埋

め込みの空間と呼ばれている）．fEが多重ル

ープ空間のホモトピー型を持つことは以前か

ら知られていたが，より詳しく，fEが位相的

Stiefel多様体の多重ループ空間であること

を示した．証明にはLashofの考察を使った．

さらに，Eも位相的Stiefel多様体に関連する

空間の多重ループ空間であることを示した．

このような“delooping”は一次元のlong 

knotの空間の場合については知られていたが，

私の結果はより一般の次元に適用される．こ

れはMorlet-Burghelea-Lashofによる微分同

相群のホモトピー型に関する結果の類似であ

る．応用として以下の結果を得た． 

(1) 位相的Stiefel多様体には直交群が作用

することを使い，Salvatore-Wahlのループ空

間認識定理（の枠つき版）を使って，fEに枠

つき小球のなすオペラッドが作用し，帰結と

してfEのホモロジー群にBV代数の構造が入る

ことを示した．  



(2) "spinning"という操作によって，異なる

次元の埋め込みの空間（のループ空間）の間

に写像が定義される．この写像は低い次元の

ホモトピー群に同型を誘導することが知られ

ており，証明には関手の微積分を要していた

が，私の結果により，位相的Stiefel多様体 

のホモトピー群を使った別証明を与えた． 

埋め込みの空間のホモロジー群に BV 代数構

造が入るもう一つの理由として，ホモロジー

群に収束するスペクトル系列の E2 項に注目

した．関手の微積分の応用として，この E2

項は小球のなすオペラッドのホモロジーオ

ペラッドに付随する Hochschild ホモロジー

に一致する．Hochschild ホモロジー上の BV

代数構造については Tradlerによる研究があ

ったが，私はそれを今の状況に適用できるよ

うに拡張した．具体的には Tradler の BV 代

数構造の次数つき版を構成した．このスペク

トル系列は有理数上では E2 項で退化するこ

とがわかっているので，fE のホモロジー群

（の次数商）上に BV 代数構造が入ることに

なる．この構成は純粋に代数的であり，上記

の幾何学的な構成との関係を明らかにする

ことは今後の課題である． 

埋め込みの空間のコホモロジーと有限型不

変量との関連については，渡邉忠之氏との共

同研究で，高次元埋め込みの空間の新たなコ

ホモロジー類をグラフに付随した配置空間

上の積分で表す方法を考えた．この共同研究

は長期に渡っていたが，一区切りをつけて論

文を発表した．この論文の中では，これまで

より幅広い次元，ならびに多くのグラフから

コホモロジー類を取り出すことに成功し，そ

の中の幾つかは非自明であることも証明で

きた．それに関連して，いくつかの種類のグ

ラフの空間の構造も明らかになった． 

今後は，本研究により導入された BV 代数構

造の非自明性などを調べることにより，埋め

込みの空間のホモトピー論的な性質を代数

的な言葉で調べることが可能になる．また BV

代数構造がグラフの空間にどのような代数

構造として反映するかは知られておらず，そ

れがわかればグラフによる有限型不変量の

表示に際しても有益であると思われる． 
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