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研究成果の概要（和文）： 結び目に対して定義されるラスムッセン不変量の絡み目への拡張で

ある Beliakova-Wehrli 不変量が絡み目の種々の操作についてどのように振る舞うのかについ

て考察した。また、ラスムッセン不変量と密接な関係があるスライス結び目の性質について考

察した。 

 
研究成果の概要（英文）：We studied the Beliakova-Wehrli invariant for a link which is a 

generalization of the Rasmussen invariant for a knot. We also studied a slice knot which is 

closely related to the Rasmussen invariant. 
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１．研究開始当初の背景 

 

ラスムッセン不変量はコバノフホモロジー
に由来する整数値の結び目不変量である。ラ
スムッセン不変量が、結び目の種々の操作に
関してどのように振る舞うのかについては
よく理解されており、また（トーラス結び目

の結び目解消数に関する）ミルナー予想の組
み合わせ的な証明を与える等、様々な応用が
知られていた。 

 

この不変量は Beliakova と Wehrli により
絡み目に拡張された（以後、この不変量を、
Beliakova-Wehrli 不変量と呼ぶ）。一方で、
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絡 み 目 に 対 し て 定 義 さ れ る
Beliakova-Wehrli不変量が、絡み目の種々の
操作に関してどのように振る舞うかは十分
に理解されておらず、また、際立った応用も
知られていなかった。 

 

 

２．研究の目的 

 

本研究の目的は以下の３つであった。 

 

 

（１） Beliakova-Wehrli 不変量の基本的な
性質を解明.すること        

 

 

（２） Beliakova-Wehrli 不変量の評価を改
良すること 

 

 

（３） Beliakova-Wehrli 不変量の応用を見
つけること。特にエキゾチック四次
元多様体の構成への応用を探すこと。 

 

 

３．研究の方法 

 

本研究では以下の研究方法を実行した。 

 
 
（１）研究目的を実現するために、絡み目に
関する基本的な操作である鏡像に関して
Beliakova-Wehrli不変量がどのように振る
舞うのかについて調べた。特に、どのような
クラスに関して Beliakova-Wehrli不変量が
望ましく振る舞うのかを調べるために、次の
事実を用いた。 

 

結び目や絡み目のコボルディズムを構成
するごとに, ラスムッセン不変量や
Beliakova-Wehrli 不変量の評価が得られる。
特に川村友美氏（名古屋大学）は与えられた
結び目や絡み目に対して、具体的に「いい」
コボルディズムを構成することによって、ラ
スムッセン不変量や Beliakova-Wehrli不変
量の評価を得た。 
 
 
（２）ラスムッセン不変量や
Beliakova-Wehrli不変量は、コバノフホモロ
ジーの亜種であるリーホモロジーのあるホ
モロジークラスから完全に決定される。特に、
そのホモロジークラスの代表元全体から決
まる。 

研究目的を実行するために、リーホモロジ
ーのあるホモロジークラスの代表元を取り
変える操作を定式化して、ラスムッセン不変

量や Beliakova-Wehrli不変量の評価の改善
を目指した。 

 

（３）フリードマンの定理を認めると、ラ
スムッセン不変量の計算からエキゾチック
な四次元ユークリッド空間が存在すること
が証明できることが知られていた。 
研究目的を実現するために、ラスムッセ

ン不変量や Beliakova-Wehrli不変量の計算
から四次元のエキゾチックな多様体の構成
を得る方法の確立を目指した。 

 
 
４．研究成果 
 
（１）まず川村友美氏の方法で、いつ（結び
目の）ラスムッセン不変量が決定できるのか
を詳細に調べた。その結果、P. Cromwell 氏
によって導入された等質結び目に関して、前
述の不等式でラスムッセン不変量が（ある意
味で必要十分で）決定できることがわかった。
この結果は、Proc. Amer. Math. Soc から出
版された。 
 
結び目の場合の証明を少し修正すること

に よ っ て 、 等 質 絡 み 目 に 対 し て
Beliakova-Wehrli不変量が完全に決定できる
ことを証明した。またこのことから、等質絡
み目に関しては、鏡像に関して綺麗に振る舞
うことがわかった。 

 

一方で、どのような絡み目が鏡像に関して
Beliakova-Wehrli不変量が上手く振る舞わな
いのかについて詳細に調べた。 

 

以上の結果をまとめようとしていたとき
に、J. Pardon 氏が Beliakova-Wehrli不変量
とは異なるラスムッセン不変量の拡張を与
え、その定式化では鏡像に関して綺麗に振る
舞うことを証明した。これにより、鏡像に関
する問題は（予期せぬ形で）解決した。 

 

Pardon の不変量が鏡像以外の絡み目の種々
の操作に関してどのように振る舞うかを調
べることは今後の課題である。 

 

 
（２）シャーパーベネカン不等式は、ラスム
ッセン不変量の有効な評価の一つである（こ
の評価も川村友美氏によって導入されたも
のである）。リーホモロジーのある元の代表
元を組織的に変える方法を定式化して、シャ
ーパーベネカン不等式の別証明を与えた。こ
の結果は Topology and its Applicationsに
掲載された。 
 
また、この手法が Beliakova-Wehrli 不変



 

 

量に関しても同様に成り立つことを証明し
た。 

 

その後、この手法に関する進展がなかった
が、最近、田神慶士氏（東京工業大学）によ
って、概正結び目や絡み目のラスムッセン不
変量や Beliakova-Wehrli 不変量に関してこ
の手法が有効であることが報告されている。 

 
 
（３）近年ラスムッセン不変量が注目を集め
た理由の一つは、ラスムッセン不変量の計算
を通じて滑らかなカテゴリーにおける四次
元ポアンカレ予想を（否定的に）解決できる
可能性があったからである。 
 
2011年に Kronheimerと Mrowkaは、インス
タントンホモロジーの変種を用いてラスム
ッセン不変量の新しい定義を与えた。系とし
て、ラスムッセン不変量を用いて滑らかなカ
テゴリーにおける４次元ポアンカレ予想を
反 証 す る と い う
Freedman-Gompf-Morrison-Walker のアイデ
アは実行不可能であることを示した。 
 
上述の研究に刺激を受けて、2012 年度以降
は Freedman-Gompf-Morrison-Walker のアイ
デアを（ラスムッセン不変量と非常に関連が
ある）スライス結び目の構成に応用すること
を試みた。 
 
 
a. 四次元多様体は，カービー図式と呼ばれ
るものにより表されることが知られている。 
 
鄭仁大氏（近畿大学）、大前裕佳氏（元大阪
大学）と竹内勝則（元大阪大学）との共同研
究により，無限個の（一つの枠付き結び目か
らなる）カービー図式表示を持つ４次元多様
体を構成した． 
その手法の応用によりスライス・リボン予
想の反例候補を組織的に構成する方法を得
た。正確には、境界が三次元球面のホモトピ
ー４球体の中で２次元円板を張る結び目の
組織的な構成方法を得た。 
この結果は Math. Proc. Cambridge Philos. 

Soc.に掲載された（報告時点ではオンライン
のみ）。 
 

 
b. 丹下基生氏（筑波大学）との共同研究に
おいて、上述の一つの例に関して実際にスラ
イス結び目になることを示した（スライス結
び目とは、四次元球体で２次元円板を張る結
び目のことである）。さらに定理の証明で用
いたカービー計算を吟味することにより、こ
こで得られたスライス結び目はリボン結び

目であることを確認した。これにより、この
結び目に関してはスライス・リボン予想が正
しいことがわかった。この結果は RIMS 
Kokyurokuに掲載された。 
 
c. 丹下基生氏との共同研究において、鄭仁
大氏、大前裕佳氏と竹内勝則氏との共同研究
において構成されたホモトピー４球体がす
べて四次元球体になることを証明すること
によって (b.で得られた結果の拡張) スラ
イス結び目を構成する計画は完了し、目標を
達成した。 
 
また、この構成で得られたスライス結び目

のある無限個の系列がリボン結び目になる
ことを証明した。これにより、この系列に関
してはスライス・リボン予想が正しいことを
確認した。この結果に関する論文の執筆は完
了しており、現在、投稿準備中である。 
 
 
本研究と関連して、以下の結果が得られた。 
 
 
（４）バンド手術で結び目をほどくことは，
その結び目が四次元球体でどのような曲面
を張れるのか、と密接な関係があり、ラスム
ッセン不変量や Beliakova-Wehrli 不変量と
関係が深い。金信泰造氏（大阪市立大学）と
の共同研究において次の結果を得た。 
 
定理. 四次元球体で（自然な高さ関数に対す
る）臨界点が２つの向き付け可能な曲面は張
るが，臨界点が２つの向き付け不可能な曲面
は張れない結び目が無限個存在する。 
 
上述の結果は Kobe journal of Mathematics
に掲載予定である。 
 
 
（５）結び目解消数はラスムッセン不変量と
密接に関係がある不変量である。 
花木良氏（奈良教育大学）と比嘉隆二氏（神

戸大学）との共同研究において、結び目解消
数が結び目の交点数に対して十分に大きい
時、その結び目はたかだか３ブレイド結び目
であることを証明した。またこの事実の種々
の応用を与えた。この結果は、Osaka J. Math
に掲載された。 
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